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CONCEPTOS BASICOS

Las Matemdticas Financieras se encargan de la comparacién, preferencia y equivalencia de capitales en el tiempo. Cuando
se dispone de unha cantidad de dinero (capital) se puede destinar, o bien a gastarlo - satisfaciendo alguna necesidad -, o bien a
invertirlo (ahorrarlo) para recuperarlo en un futuro mds o menos préximo, seglin se acuerde.

De la misma manera que estamos dispuestos a gastarlo para satisfacer una necesidad, estaremos dispuestos a invertir
siempre y cuando la compensacién econdmica nos resulte suficiente. En este sentido el principio bésico de la preferencia de
liquidez establece que a igualdad de cantidad los bienes mds cercanos en el tiempo son preferidos a los disponibles en momentos
mds lejanos. La razén es el sacrificio del consumo.

Este aprecio de la liquidez es subjetivo pero el mercado de dinero le asigha un valor objetivo fijando un precio por la financiacién
que se llama interés. El interés se puede definir como la retribucién por el aplazamiento en el tiempo del consumo, esto es, el
precio por el alquiler o uso del dinero durante un periodo de tiempo.

Esta compensacidn econdmica se exige, entre otras, por tres razones bdsicas:

* Por el r/esgo que se asume.

* Por la falta de disponibilidad que supone desprenderse del capital durante un tiempo.
- Por la depreciacion del valor del dinero en el tiempo (la inflacién).

La cuantificacién de esa compensacién econémica, de los intereses, depende de tres variables:
+ La cuantia del capital invertido,

+ El tiempo que dura la operacién, y

+ El tanto de interés al que se acuerda la operacién.
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CONCEPTOS BASICOS

Asi infroducimos el concepto de CAPITAL FINANCIERO (C: t) con el que nos referimos a una cuantia (C) de unidades
monetarias asociada a un momento determinado de tiempo (t). Es la medida de un determinado bien econdmico referida al
momento de su disponibilidad o vencimiento.

C,t) te R,C e R"*
En una OPERACION FINANCIERA no tiene sentido hablar de capitales iguales (aquellos en los que coinciden cuantias y
vencimientos), sino que siempre estaremos refiriéndonos a CAPLITALES EQUIVALENTES, es decir, aquellos a los que a su
propietario le resulta indiferente unos u otros.
De una manera mds general, dos capitales cualesquiera, C; con vencimiento en t;y C, con vencimiento en t,, son equivalentes
cuando se estd de acuerdo en intercambiar uno por otro.
Por lo tanto, una Operacion Financiera es toda accién que sustituye unos capitales financieros por otros de distinto
vencimiento.

PRINICIPIO DE PROYECCION FINANCIERA:
C

V= Proy ,(C,1)
(V.p)

(C,tM

t p

RELACION DE SUSTITUCION FINANCIERA: dos capitales financieros (Cy,t;)y (C,.t,) son sustituibles si tienen la misma
proyeccion en el momento p, es decir, si tienen el mismo sustituto (V,p)

LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION SIMPLE

LEY FINANCIERA

Para que una operacién financiera se realice es necesario que a los sujetos intervinientes las cuantias que dany reciben les
resulten equivalentes. Es necesario que deudor y acreedor se pongan de acuerdo en cuantificar los capitales de los que se parte y
a los que finalmente se llega. Esto implica elegir un método matemdtico que permita dicha sustitucién: una ley financiera.

La ley financiera se define como un modelo matemdtico (una férmula) a través del cual podemos cuantificar los intereses por el
aplazamiento en la disponibilidad del capital y/o el descuento por la anticipacién de un capital en el tiempo.
Llamamos ley financiera aplicada en p a la expresidn del criterio de Proyeccién financiera que para todo (C,t) permite obtener V,
fijado p.
Vo= Prooy ,(C.t)= F(C.t:p)= {Z((itt‘;)) i’l tti ’;
A L(C 1:p) se denomina "ley financiera de capitalizacién en p" y a A(C t:p) “ley financiera de
Actualizacién o de descuento en p”
Si 1<p, la proyeccién V se denomina montante en p del capital invertido en t
Si t>p, la Proyeccién recibe el nombre de valor descontado o valor actual del capital C disponible en t.
Conociendo las diferentes leyes financieras que existen'y cémo funcionan se podrdn sustituir unos capitales por otros,
pudiéndose formalizar las diferentes operaciones financieras.

t1 Capitalizacion t2 t-| Descuento t2
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OPERACION FINANCIERA
Se entiende por operacién financiera la sustitucion de uno o mds capitales por otro u otros equivalentes en distintos
momentos de tiempo, mediante la aplicacién de una ley financiera.
En definitiva, cualquier operacidn financiera se reduce a un conjunto de flujos de caja (cobros y pagos) de signo
opuesto y distintas cuantias que se suceden en el tiempo. Asi, por ejemplo, la concesién de un préstamo por parte de
una entidad bancaria a un cliente supone para este (ltimo un cobro inicial (el importe del préstamo) y unos pagos

periddicos (las cuotas) durante el tiempo que dure la operacidn. Por parte del banco, la operacién implica un pago
inicial tnico y unos cobros periddicos.

La realizacidn de una operacién financiera implica, por tanto, que se cumplan fres puntos:
1.° Sustitucion de capitales. Ha de existir un intercambio de un(os) capital(es) por otro(s).
2.° Equivalencia. Los capitales han de ser equivalentes, es decir, debe resultar de la aplicacién de una ley financiera.

3.° Aplicacién de una ley financiera. Debe existir acuerdo sobre la forma de determinar el importe de todos y
cada uno de los capitales que compongan la operacidn, resultado de la consideracién de los intereses generados.
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LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION SIMPLE

En el Sistema Cldsico de Capitalizacién Simple se considera que |os intereses que se generan cada afio son siempre
iguales y se calculan sobre el Capital Inicial que se invierte, y que denominaremos C,, es decir, los intereses que se

van generando a lo largo de los distintos periodos que se mantiene la inversién no se van acumulando al capital inicial
para producir a su vez mds intereses.

El Sistema de Capitalizacién Simple se corresponde con la LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION SIMPLE, que
se expresa de la siguiente manera:

. L(t;p)=1+(p—t)~i con t < p

Siendo "i" el Tipo o Tanto de Interés Anual Simple

—+
o

-Si consideramos "t" como el momento de partida en el cual nos encontramos, diremos que 1=0.
-Si consideramos “p" como el momento final o de llegada, siendo la duracién de "n" afios, entonces p=n.
-Si consideramos Cy como el capital que invertimos en el momento O.

-Si consideramos C, como el capital acumulado al final de la inversién, en el momento n (Montante)
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LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION SIMPLE

Generalizando 1

=C, - 0Q+n-i)=cC,

L(Co;t;p)=T Co LGip)=Cy I+ (p-1)il
|Ley homogénea de grado 1 | ﬁ

¢n = montante

Co = capital inicial

n = n° de afios desde el vencimiento del capital Co y el momento de su valoracion

/ = tanto de interés anual simple que representa el interés que experimenta una unidad monetaria durante I afio

Donde:
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Cdlculo del Montante

En el sistema cldsico de capitalizacién simple se considera que el capital productor de intereses es Unicamente el
capital inicial, es decir, los intereses no se acumulan al capital al final de cada periodo para generar a su vez intereses en
periodos sucesivos. Asi, un capital &, al cabo de un periodo de tiempo genera C,*/ u.m. en concepto de intereses y asi
cada afio (o unidad temporal considerada).

Co Co+Coi Co+Coi+Coi Co+ Coi+.+Cyi= CorCoir.tCoiz
=Co(1+i) = Co (1 +2i) =C, (1+ (n-1)i) =Co (1+ ni)
1 2 n-1 n
I=Coi I=Coi I=Coi I=Coi

Montante: Es la proyeccion financiera de un capital al final del periodo "n” aplicando una ley financiera de capitalizacion simple.
Al capital inicial mds los intereses lo denominaremos montante y lo representamos por €n = C; (1 + n i)

Graficamente
V'S

C., /

Co

n

La caracteristica de esta operacion es que la variacion del capital financiero para
dos momentos de valoracion consecutivos es constante y proporcional al valor inicial Cg, es
decir el rendimiento en cada periodo se mantiene constante.
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Interpretacién econémica del tipo de interés (i)

Para estudiar la interpretacién econémica del tanto de interés, vamos a estudiar el montante de 1 u.m. en una unidad de
tiempo.

1 u.m. ‘
I

1
t t+1

L(Cyitsp)=CoQ+ (p-1)i)
LO;t;0+1)=10+ @E+1-=¢)i)=1-0Q+i)=1+1i

Podremos decir por tanto que (i) es lo producido por una unidad monetaria en una unidad de tiempo.
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Importante

- Hay que diferenciar entre el afio natural (365 dias) y el afio comercial (360 dias). En principio en las operaciones
financieras simples utilizaremos el afio comercial.

- El tiempo (n) y el tipo de interés (i) deben estar referenciados a la misma unidad temporal. Si trabajamos con afios, el tipo
de interés tiene que ser anual, si trabajamos con semestres, el tipo de interés tiene que ser semestral, etc.

Célculo del INTERES

Definimos el INTERES (I) como la diferencia entre el montante obtenido (C,) y el capital invertido inicialmente (Co).

I=Cc,-C,=C,0+n-i)-C,=C,y+C,-n-i-C, =
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Ley de Capitalizacién Simple Fraccionada

Aungue el afio es la medida mds utilizada, la capitalizacién simple se aplica en la prdctica a operaciones a corto plazo como
trimestres, meses... Para mantener la uniformidad, si se cambia la unidad de medida del tiempo se debe valorar la operacién a un
tanto de interés equivalente que tenga la misma periodicidad.
Por ejemplo: Meses ... ipp
Cuatrimestres ... i3
Dias ...

las i360
Bienio ... i1/2

“Es decir, para denotar la periodicidad del interés indicamos con subindices el nimero de subperiodos incluidos en el afio”.

El tipo de interés estard referido por tanto al periodo “k” y lo denotaremos por “i.".

Cn
| | | | | I I |
I T T [ ‘ T T |
1 2 k k 1T 2. k
0 1 n-1 n afios
) B o ) El pardmetro J, recibe el nombre de tanto de
Ltkspk )=1+ (pk —tk )i, =1+ k(p—1)i, interés simple k-ésimal, siendo kel nimero de
Si t=0 y p=n (aios ) C, = Capital Inicial

periodos a considerar en un afio. Este tanto A
ésimal representa el rendimiento que proporciona
un euro en un A-ésimo de afio.

C,=C,(0+k-n-i,)
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Equivalencia entre tantos de interés

Diremos que dos tantos de interés son equivalentes cuando aplicados al mismo capital inicial durante el mismo tiempo dan lugar
a montantes iguales.

. CoQ+n-i)=cCc,Q+k-n-i,)
c,=C,00+n-i) 0 § ‘
we i o= ok Sw -,
C,=C,Q+k-n-i,) Tt T il = B ¥ O ko
i= ki, ik=]z—

Se denomina por tanto “i\” al tanto de interés simple correspondiente a un k-ésimo de afio.
Equivalencia entre diferentes tantos de interés k-ésimales

Referiremos cada uno de esos tantos a su interés anual equivalente.
Luego igualaremos entre ellos.

Periodo k' i= ki, 0 o .
k'i,,. = k -i,
Periodo k i =k -i
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Propiedades de la Ley Financiera de Capitalizacién Simple

La ley Financiera de Capitalizacién Simple no es escindible.
Una ley financiera es escindible si al fraccionar el periodo de inversién el montante obtenido es el mismo.

La ley financiera de capitalizacién simple no es escindible, es decir, el montante de la inversién varia al escindir la inversién
en varias inversiones sucesivas reinvirtiendo cada vez el montante precedente. Esta propiedad tiene una implicacion
inmediata, y es que, dos capitales que pueden ser equivalentes en un momento concreto no lo serdn en otro momento
distinto.

1) Sin escindir la inversidn el montante seria: ¢, = C, (1+n i)

2) Escindiendo la inversién en dos:

G = Coll+hi)

C,=C,(1+(n-h) i) =Cy(I+ h i) (1+ (n-h) i) = Cp [1+ (n-h) i+ hi+h (n-h) P] =
=Cy[I+ni-hi+hi+h-h)P]=C,(1+ni)+C, (h(n-h)F)>Cy(I+ni)=c,

>0
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. KQ/X ¢,

0 1 2
Ejemplo de NO ESCINDIRILIDAD DE LA LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION SIMPLE:

C€=1000€
n = 2 afios
i = 8% simple anual
a) Sino dividimos la inversién: €, =1000* (1+2*0,08)=1.160 €
b) Si escindimos la inversién en dos inversiones sucesivas:
Afo 1: €, = 1.000 * (1 +1* 0,08) = 1.080 €

Afio 2: €, =1.080* (1+1*0,08)=1.166,40€ ~ 1.160 €, ya que la ley financiera de capitalizacién simple no es
escindible.
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La ley Financiera de Capitalizacién Simple es estacionaria, es decir, la Ley se cumple para periodos distintos de tiempo pero que
cuentan con la misma amplitud, independientemente del origen y la finalizacion de los mismos.

Debe ocurrir que

Co+(p-1t)i)=Cc, 0+ WUp+h)-C+ h)i)
——
Cola (p+h)-Grh))ideCoQt p-idthadet-ih-i)=

c,0+p-i-t-i)y=c,0+((p-1)i)

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION SIMPLE

e e

0 2 5 7

C,=1.000,00 €
i= 5%
C 1.0000(1+ (5-0)e0,05)=1.250,00 €

C 1.0000(1 + (7 -2)e0,05)=1.250,00 €

n

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION SIMPLE
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PROBLEMA 1:

Se invierte un capital de 5.000 euros a un tipo de interés del 5% anual simple.

a) Obtener el montante y los intereses al cabo de 4 afios

b) Obtenga el montante al cabo de 25 meses

c) <Cudnto tiempo ha de estar invertido el capital para obtener un montante de 6.000 euros?

d) ¢A qué tipo de interés ha estado rindiendo el capital si el montante asciende a 6,800 euros tras 6 afios?

www.clasesuniversitarias.com

SOLUCTON AL PROBLEMA 1:

a) C, - Co (1+ni)
€,.5.000 * (1 + 4 * 0,05) = 6.000 Euros

I.C,- Co= 6.000 - 5.000 = 1.000 Euros

b)  C,.Co(l+ni)

C,-5.000 * (1 +25/12 * 0,05) = 5.520,83 Euros

c) C, - Co (1+ni)
6.000.5.000 * (1+n*0,05)
12=1+n*0,05
02=n*0,05
n = 4 aflos

d)  C,.Co(L+ni)
6.800.5.000 * (1+ 6 * i)
136=1+6%i
036=6%i
i=0,06 (6%)

www.clasesuniversitarias.com
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PROBLEMA 2:

Se invierte un capital de 10.000 euros a un tipo de interés del 3% anual simple.
a) Obtener el montante al cabo de 8 afios

b) Calcular el montante final si se realiza una primera capitalizacién durante los primeros cuatro afios y el resultado se
capitaliza durante los cuatro siguientes.

c) Qué diferencias aprecias entre los resultados a) y b)

d) Calcular el montante al cabo de 8 afios si el tipo de interés para los tres dltimos afios varia del 3% al 4%
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SOLUCTON AL PROBLEMA 2:

a) Cy- Co (L+ni)
C,-10.000 * (1 + 8 * 0,03) = 12.400 Euros

b) C4- Co (1+ni)
€,.10.000 * (1+4*0,03) = 11.200 Euros
C,. Cy (1+ni)
C,.11.200 * (1+ 4 * 0,03) = 12.544 Euros

c) Son diferentes porque al calcular el montante intermedio en el periodo 4 y utilizar ese montante intermedio para
calcular el montante final, he incorporado los intereses obtenidos durante esos primeros periodos para calcular los intereses de
los periodos Ultimos. Esto viola el principio bdsico de la Ley Financiera de Capitalizacién Simple.

C C,
d) ’

i=3% i'=4%
I=Cyni I'=Cyn’i’
I =10.000 *5* 0,03 = 1.500 euros

T'=10.000 * 3 * 0,04 = 1.200 euros
C,=Co+I+I'=10.000 + 1500 + 1.200 = 12.700 Euros
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PROBLEMA 3:

Obtener el tipo de interés anual (i) simple y el tipo de interés mensual simple (i12) equivalentes a:
a) Interés trimestral simple del 3%

b) Interés semestral simple del 5 %

¢) Interés cuatrimestral simple del 3,5%

d) Interés bianual simple del 8%

e) Interés trianual simple del 11%
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SOLUCION AL PROBLEMA 3:

a) i4=003
i=k*ik=4*0,03=0,12 (12%)

k*ik=Kk*ikes 12*i12=4*003==i12=4*0,03/12=0,01(1%)

b)i2 = 0,05
i=k*ik=2%*0,05z=0,10 (10%)

k*ik=k*ik = 12*i12=2*0,05"=i12=2*0,05 /12 = 0,00833 (0,83%)

¢)i3=0,035
i=k*ik=3%*0035 = 0,105 (10,5%)

k*ik=K*ik == 12*i12=3*0,035=%12 =3 *0,035/ 12 = 0,00875 (0,875%)

d)i1/2 = 0,08
i=k*ik=1/2*0,08 = 0,04 (4%)

k*ik=k*ik == 12*i12=1/2*0,08 == i12=1/2*0,08 /12 =0,0033 (0,33%)

e)il/3 =011
i=k*ik=1/3*0,11=0,0367 (3,67%)

k*ik=k*ik e 12*i12=1/3*0,11 == i12=1/3*0,11/12=0,00305 (0,305%)
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PROBLEMA 4:

Si invertimos hoy 3.000 euros, 2.500 euros a los seis meses y 5.000 euros a los 13 meses. Obtener el montante obtenido a
los dos afios para los siguientes tipos de interés:

a) Un 7% anual
b) Un 3% trimestral
¢) Un 2% bimensual

d) Un12,5% bianual
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SOLUCION AL PROBLEMA 4:
3.000 2.500 5.000
f ; . }
0 6 meses 13 meses 2 afios

a)Cn=3.000* (1+2*0,07)+ 2500 * (1 +(24-6)/12 * 0,07) + 5.000 * (1+ (24-13)/12 * 0,07)
Cn=3.420 +2.762,50 + 5.320,83 = 11.503,33 euros

b) Cn=3.000 * (1 +24/3 * 0,03) + 2.500 * (1 + (24-6)/3 * 0,03) + 5.000 * (1+ (24-13)/3 * 0,03)
Cn=3.720 + 2.950 + 5.550 = 12.220,00 euros

¢)Cn=3.000 * (1+24/2*0,02) + 2500 * (1 + (24-6)/2 * 0,02) + 5.000 * (1+ (24-13)/2 * 0,02)
Cn=3.720 + 2.950 + 5.550 = 12.220,00 euros

d) Cn=3.000 * (1+24/24 * 0,125) + 2.500 * (1 + (24-6)/24 * 0,125) + 5.000 * (1+ (24-13)/24 * 0,125)
Cn=3.375+2.734,38 + 5.286,46 = 11.395,84 euros
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LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE

V= Proy (C,t)
(Ct)

P
(V,PM G Descuento C,
p t

<«
P t

wen
|

Si para el sistema de capitalizacidn simple utilizamos la tasa o tipo de interés "“i" para valorar el
aplazamiento en la disponibilidad del capital, para el descuento utilizaremos la tasa de descuento “d" para
valorar el adelantamiento de la disponibilidad del capital y representa el decrecimiento que sufre una
unidad monetaria valorada un periodo antes de su vencimiento.

En la Ley Financiera de Descuento Comercial Simple se considera que el decrecimiento que se produce es
constante en cada periodo y proporcional al capital financiero a descontar.

|A (t;p)=1- (@G- p)d con t > p
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LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE

4Cse5p)=Cl- (G- p)adl
4 ,st;p)=Cy=C,0-n-d)

Siendo “d" el Tipo o Tanto de

C = Capital a descontar Descuento Anual Simple

n

t =n p =0
(VALOR ACTUAL)
Donde:
C, = Valor Efectivo, Valor Descontado, Valor Actual
¢, = Valor Nominal del Capital a descontar
n = n° de afios desde el vencimiento del capital C, y el momento de su valoracién

d = tanto de descuento anual simple que representa el decremento gque experimenta una unidad
monetaria durante 1 afio
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Cdlculo del Valor efectivo o descontado

En el sistema cldsico de descuento simple se considera que el importe sobre el que se aplica el
descuento es siempre el nominal del capital a descontar. Asi, un capital &, descontado un periodo de
tiempo supone C,* d u.m. en concepto de descuento y asi cada afio (o unidad temporal considerada).

C,-nC,d= C,- (n-1)C, d= C,-2C,d= C,-C, d= c
=C, |(1- nd) =C, (1- (."'1) d) . :C“(.I'Zd) :C"(l.'d) "
0 ¢, d 1 C,d 2 n-2  ¢.d n-1 C,d n

Al nominal del capital menos los descuentos lo denominaremos Valor Descontado y lo representamos por:

Co=C, (1-nd)

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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Cdlculo del Valor efectivo o descontado

Valor Efectivo: Es la proyeccion financiera de un capital al inicio del periodo "0” aplicando una ley
financiera de descuento simple.

Graficamente

*

Cn

Co

! n

La caracteristica de esta operacion es que la variacion del capital financiero para
dos momentos de valoracion consecutivos es constante y proporcional al valor nominal Cn,
es decir el decremento en cada periodo se mantiene constante.

EEE
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Interpretacion econémica de la tasa de descuento (d)

Para estudiar la interpretaciénh econémica de la tasa de descuento (d), vamos a estudiar el efectivo de 1
u.m. al adelantar su disponibilidad en una unidad de tiempo.

t-1 t

1 u.m.

A€ ,;t;p)=C, 0+ @G- p)d)

AQ;t;t-1)=10- G -G-1))-d)=1-(1-d)=1-4d

Podremos decir por tanto que (d) es el precio que se debe pagar por descontar una unidad
monetaria en una unidad de tiempo, es decir, lo que habria que descontarle a 1 u.m. para
adelantar su disponibilidad 1 afio.

HEE
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Importante

- Hay que diferenciar entre el afio natural (365 dias) y el afio comercial (360 dias). En principio en las
operaciones financieras simples utilizaremos el afio comercial.

- El tiempo (n) y la tasa de descuento (d) deben estar referenciados a la misma unidad temporal. Si
trabajamos con afios, la tasa de descuento tiene que ser anual, si trabajamos con semestres, la tasa de
descuento tiene que ser semestral, efc.

Célculo del DESCUENTO COMERCIAL

Definimos el DESCUENTO COMERCTAL (D.) como la diferencia entre el Nominal del Capital Financiero

(C,) y el Valor Descontado (Cy).
bD.=C, -C,=¢C

=C -n-d

,—-CcC (Q-n-d)=Cc,-C,+C, -n-d =

D.=C, -n-d

n

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE

Ley de Descuento Comercial Simple Fraccionado

Aunque el afio es la medida mds utilizada, el descuento simple se aplica en la prdctica a operaciones a corto
plazo como ftrimestres, meses... Para mantener la uniformidad, si se cambia la unidad de medida del tiempo
se debe valorar la operacidn a una tasa de descuento equivalente que tenga la misma periodicidad.

Por ejemplo: Meses ......ormreennrinnne dp,
Cuatrimestres ...........d3
DIAS oo, dse0
Bienio ......ccccovrvccennnnnnndyyn

"Es decir, para denotar la periodicidad del descuento indicamos con subindices el nimero de subperiodos
incluidos en el afio”.

La tasa de descuento estard referida por tanto al periodo "k" y la denotaremos por "d".

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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Ley de Descuento Comercial Simple Fraccionado

Co | | C,
T \ A |
O1 2 11( r1:_112 ___________________ l;aﬁos
A@hk ;pk )=1-(k - pk )-d, =1 -kt - p)-d,

Si t = n y p =0 (aﬁos ) C , = Valor Efectivo
c,=¢, 0~k -n-d,)

El pardmetro dj recibe el nombre de tanto de descuento
comercial simple k-ésimal, siendo A el nimero de periodos a
considerar en un afio. Este tanto A-ésimal representa el
decremento que sufre un euro en un A-ésimo de afio.

www.clasesuniversitarias.com

LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE

d=6%. 2

Co-Cy(1-nd)
Cp-1.000 * (1-2*0,06) = 880 Euros

/\

Co
|

1.000.

0
Co-Cy(1-nd)

Co-1.000* (1- 6 * 0,06) = 63 Euros

HEE
I I I www.clasesuniversitarias.com

|
d= 6% 6m

Co-C,(1-nd)
C,.1.000 * (1 - 6/12 * 0,06) = 970 Euros

LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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Equivalencia entre tantos de descuento comercial

Diremos que dos tantos de descuento son equivalentes cuando aplicados al mismo capital durante el mismo
tiempo dan lugar a efectivos iguales.

c,G-n-d)=c,0-4k-n-d,)
c,0-n-d) el L e d = - Ok e d
d

c,0Q-Fk-n-d,) ks L
k k=

Cy
CO

Iy

Se denomina por tanto "d," al tanto de descuento simple
correspondiente a un k-ésimo de afio.

Equivalencia entre diferentes tantos de descuentos k-ésimales
Referiremos cada uno de esos tantos a su tasa de descuento anual equivalente.
Luego igualaremos entre ellos.

Periodo k' d = k'd,.
k'd, =k -d,
Periodo k d =k -d,
[ ¥
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Propiedades de la Ley Financiera de Descuento Comercial Simple
La ley Financiera de Descuento Comercial Simple no es escindible.

Una ley financiera de descuento es escindible si al fraccionar el periodo de descuento el efectivo
obtenido es el mismo.

La ley financiera de descuento comercial simple no es escindible, es decir, el efectivo de la operacidn
de descuento varia al escindir la misma en varios descuentos sucesivos redescontando cada vez el

efectivo precedente.

Esta propiedad tiene una implicacion inmediata, y es que, dos capitales que pueden ser
equivalentes en un momento concreto no lo serdn en otro momento distinto.

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE

20



Propiedades de la Ley Financiera de Descuento Comercial Simple

1) Sin escindir el descuento el efectivo seria: ¢, = C, (I- nd)

2) Escindiendo la inversién en dos:

Gy =G (I- (n-h) d)

Co=C(1-hd)=¢C,(1-(n-h)d) (I-hd)=C,(I-nd+hd) (1-hd) =
=C,(1-hd-nd+nhdP+hd-H Fj=C,(I-nd)+¢, (nd -hd)h>¢C,(1-nd)

>0 Por tanto, no es escindible iiii OJOMI!

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE

Propiedades de la Ley Financiera de Descuento Comercial Simple

G G G

Ejemplo de NO ESCINDIBILIDAD DE LA LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE:

C=1000%€
n = 2 aflos
d = 8% simple anual

a) Sino dividimos el descuento: Cy=1.000* (1-2*0,08) =840 €
b) Si escindimos el descuento en otros dos sucesivos:

Afio 1: €, =1.000 * (1-1*0,08) =920 €

Af0 0: €, =920* (1-1*0,08)=846,40 € =~ 840¢€
La ley financiera de descuento comercial simple no es escindible.

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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LEY FINANCIERA DE
DESCUENTO SIMPLE RACIONAL.
DESCUENTO BANCARIO

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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Ley Financiera de Descuento Simple Racional

La ley Financiera de Descuento Simple Racional es una operacién reversible, y por lo tanto, conjugable, de la
Ley Financiera de Capitalizacién Simple.

En el Descuento Racional utilizaremos como “tasa de descuento” el mismo “tipo de interés” que utilizamos
para el cdlculo del montante en la Ley Financiera de Capitalizacién Simple, es decir, aunque seguimos con el
concepto de descuento (anticipacién en el vencimiento de un capital), utilizamos para ello un tipo de interés

wen
1.

G Capitalizacion C, Gy Descuento C,
0 0 n
C,=C,-U+n-i) Cozc—nzcn.(1+n.i)“
A+ n-i)
MONTANTE

VALOR EFECTIVO EN EL
DESCUENTO RACIONAL

La Ley Financiera de Descuento Simple Racional es Conjugable, pero,
NO ES ESCINDIBLE.

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE

22



Cdlculo del descuento bajo Descuento Racional

El Descuento Racional o Matemdtico lo obtenemos como la diferencia entre el Valor Nominal y el Valor

Efectivo.
C

D =C -C, = - —r =
. ! 0 ! 1+ n -i
_c,+C,-n-i—-C,_, C, -n-i
1+ n -i 1+ n -1

DR:Cn‘n‘l

1+ n i

www.clasesuniversitarias.com
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Comparacién entre las leyes de Descuento (comercial y racional o matemdtico)

Equivalencia entre tasa de interés vy tasa de descuento

Un tanto de descuento “d” serd equivalente a un tanto de interés “i”
mismo periodo de tiempo (n) nos da el mismo Valor Efectivo (C,).

Efectivo del Descuento Comercial

Efectivo del Descuento Racional c, =

o
1

Seran equivalentes “d” e

si descontando el mismo Capital Nominal (C,) durante el

C,=C, (1-nd)

CH
1+ n-i

si los Valores Efectivos son iguales:

C

c -(l-n-d)= —n

n

www.clasesuniversitarias.com

1+ n i
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Comparacién entre las leyes de Descuento (comercial y racional o matemdtico)

1

= 1 - nd
1 + ni
1 = (1 + ni )1 - nd )
0 = - nd + ni - n *di
Dividiendo por n
0 = —-—d + i — nd
Sacando factor comun "
Cn~(1—n-d)=c—”. 0 = —d + i(l — nd )
1+ n i
g = _d i>d
1 - nd
Sacando factor comun "od"
0 = d (1l + ni ) — i
a = —L— d<i
1 + ni
mE
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Comparacién entre las leyes de Descuento (comercial y racional o matemdtico)

Para poder realizar la comparacidn entre la Ley de Descuento Comercial Simple y la Ley de Descuento
Racional Simple, tfenemos que establecer como premisa que la tasa de descuento “d" es igual a la tasa

de interés "i" (d=i)
Descuento Comercial Dc=C,dn Dc=Cyin
Descuento Racional p - C.i-n Sii=d p - C.-in
K 1+ n i # 1+ n i
Si calculamos la diferencia entre el Descuento Comercial y el Racional, fenemos:
C in 1 1+ ni -1
-Dr = c, in - ———=C n(l-—)=0C n (—) =
Dc - Dr ! 1 + ni nmi 1+ni) ! (1+ni )
2.2
_C,n’i > 0
1 + ni
Dc > Dr
mm
I I www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE



Comparacién entre las leyes de Descuento (comercial y racional o matemdtico)

Otra forma de realizar la comparativa enfre ambos descuentos es:

Descuento Comercial Dc=C,dn Dc=C,in
c - -
Descuento Racional D, = —+-t" Sii=d oo
1+ n i D, = "
1+ n
Dr = —DC
1 + ni
Por lo tanto, podemos decir que el Dc es
Dc = Dr (1 + ni) el Montante del Dr.
Por este motivo, el Dc se conoce también
como el "Descuento Usurero”.
| N |
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DESCUENTO BANCARIO

El descuento bancario es una operacion en la que la entidad financiera asume la posicion acreedora al entregar su
cliente el valor descontado de un capital financiero futuro documentado mediante un efecto de comercio.

Para la obtencion del valor descontado que la entidad financiera entrega al cliente se aplica la ley financiera de
descuento comercial simple al tanto estipulado por la entidad, deduciéndose también las correspondientes
comisiones y gastos asociados a la operacion.

Tipos de descuento bancario >

* Descuento de efectos comerciales: cuando los efectos a descontar proceden de transacciones comerciales y el
objetivo del descuento es obtener liquidez. Estos efectos se conocen como papel comercial.

* Descuento financiero: cuando se trata de una operacion de préstamo que concede la entidad financiera al cliente
que se formaliza a través de un efecto de comercio.

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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DESCUENTO BANCARIO

Calculo del Efectivo que entrega la entidad financiera:

E = Efectivo entregado por la entidad financiera
N = valor nominal del efecto descontado
d = tanto de descuento anual simple aplicado por la entidad

g = comision de cobranza. Es una comision destinada a compensar a la entidad financiera por realizar la gestion del
cobro que se produce en el momento del vencimiento del efecto. La comision se determina como un porcentaje del valor
nominal.

G = otros gastos asociados a la operacion por cuenta del cliente.

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE

DESCUENTO BANCARIO

El cliente debe presentar el efecto a descontar timbrado de acuerdo con la escala de gravamen que en vigor. Por lo tanto, la
cuantia neta o Liguido de la operacion de descuento bancario es el siguiente:

L = E — T |

Célculo de la rentabilidad efectiva obtenida por la entidad financiera (i)

Es el tanto de interés anual simple que mide la rentabilidad obtenida por la entidad financiera en la operacion de
descuento. Este tanto efectivo viene dado por el tipo de interés que iguala financieramente las cantidades efectivas
entregadas y recibidas por la entidad financiera en la operacion de descuento.

E
Banco paga
0 n n .
N =E |1+ —.i,
360
N
Banco recibe
0
1
II www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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DESCUENTO BANCARIO

Calculo del tanto efectivo para el cliente

Es el tanto de interés anual simple que mide el coste que supone para el cliente realizar la operacion de descuento
bancario. Este tanto efectivo viene dado por el tanto de interés anual simple que iguala financieramente la cantidad
liquida recibida en el momento inicial y el nominal del efecto descontado.

L
Cliente recibe
0 n L1+ —2—.i |=N
360
Cli N
t
iente paga 0 .

Efectos impagados. Letra de resaca.

Si llegado el momento del vencimiento del efecto el librado no paga la cantidad debida, la entidad financiera debe
presentar el efecto al protesto ante notario. Una vez realizado esto, carga al cliente el siguiente efectivo que desea
recuperar :

FE,=N+N ¢, +c¢c, N +G,6 + G

R V4 Vd c

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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LEY FINANCIERA DE
DESCUENTO SIMPLE. PROBLEMAS

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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PROBLEMA 1:

Se desea descontar un capital de 5.000 euros, que vence dentro de 3 meses, a un 5% anual simple.
a) Obtener el efectivo si la entidad financiera trabaja con un tipo de descuento

b) Obtener el efectivo si la entidad financiera trabaja con un tipo de interés

c) <¢Con qué tipo de descuento trabaja una entidad que me entrega un efectivo de 4.950 euros?
d) <¢Con qué tipo de interés trabaja una entidad que me entrega un efectivo de 4.950 euros?

e) ¢Qué relacién existe entre el tipo de descuento del apartado b) y el tipo de interés del apartado c)?

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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SOLUCION AL PROBLEMA 1:

Co 5,000
a (.G (1-nd)
Cy-5.000 * (1-3/12 * 0,05) = 4.937,50 Euros 0 d=005 3m
b) Co-Co/ (1+ni) Co 5,000
C,-5.000/ (1+3/12 * 0,05) = 4.938,27 Euros 0 o008 im
<) Co.C,(1-nd) 4,950 5,000
4.950=5.000 * (1-3/12*d) d=0,04 (4%) 0 4 3m
d) Co.Co/ (L+ni) 4,950 5,000
4950.5.000 / (1 +3/12 * i) i = 0,0404 (4,04%) 0 i 3m
e) El tipo de descuento del 4% y el tipo de interés del 4,04% son equivalentes para el vencimiento de 3
meses, puesto que con ambos porcentajes se obtiene el mismo efectivo de un capital de 5.000 euros actualizac
3 meses.
;. o4 J o= i
1 - nd 1 + ni
[ !
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PROBLEMA 2:

En una operacién de descuento de un efecto de 10.000 euros de nominal, se aplica un tanto de descuento anual
del 6%. Calcular:

a) Obtener el efectivo obtenido y el descuento si el vencimiento es a los 120 dias. Hallar asimismo el tipo de
interés anual equivalente.

b) Obtener el efectivo obtenido si el vencimiento es a los 300 dias. Calcular el tipo de interés anual
equivalente.

c) Compare las tasas de interés obtenidas en los apartados a) y b) y razone los resultados.

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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SOLUCION AL PROBLEMA 2:

Co 10,000
a)  G-C,(1-nd)

C,.10.000 * (1 -120/360 * 0,06) = 9.800 Euros 0 d=006 120d
D.C,- Cy=10.000 - 9.800 = 200 Euros
i=d/(1-nd)=0,06/(1-120/ 360 * 0,06) = 0,061224489 (6,12%)

Co 10,000

b)  Co.C,(1-nd) -
Co.10.000 * (1 - 300/360 * 0,06) = 9.500 Euros 0 d=0,06 300
i=d/(1-nd)=006/(1-300/360*0,06)=0,06315789 (6,32%)

c) Cuanto mayor es el vencimiento del capital que queremos actualizar o descontar, mayor es el tipo de
interés equivalente al mismo tipo de descuento. Esto implica que a mayor vencimiento, "mds caro” es el
Descuento Comercial respecto al Descuento Racional. Por este motivo, el interés equivalente debe ser mds
grande para que sea equivalente al tipo de descuento.

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE

PROBLEMA 3:

Un efecto comercial de nominal 6.000 euros se ha presentado al descuento obteniendo un efectivo de 5.840
euros. Calcule el tiempo que quedaba para su vencimiento utilizando una ley financiera de actualizacién
segln los siguientes casos:

a) Con una tasa de descuento simple trimestral del 2%

b) Con una tasa de interés cuatrimestral del 3%

c) Con una tasa de descuento bimensual del 1%

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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SOLUCION AL PROBLEMA 3:

@) Co.C,(1-nkdk

5.840=6.000* (1-n*4*0,02) n = 0,33333 afios (4 meses)
b) Cp-C,/ (1+nkik)
5.840=6.000/(1+n*3*0,03) n = 0,304414 afios (3 meses y 20 dias)
c) Co-C,(1-nkdk)
5.840=6.000* (1-n*6*0,01) n = 0,444444 afios (5 meses y 10 dias)
| N |
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PROBLEMA 4:

Un comerciante presenta al descuento un efecto comercial de 6.000 euros con vencimiento dentro de 90 dias.
El banco aplica un tanto de descuento del 6% anual simple y una comisién de cobranza del 0,5% (minimo 2
euros). Calcular:

a) El efectivo que entrega el banco al cliente

b) El liquido que recibe el cliente si el timbre del efecto es de 6 euros

c) Elrendimiento efectivo de la operacién para el banco

d) El coste efectivo de la operacién de descuento para el cliente

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE
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SOLUCION AL PROBLEMA 4:

@) E=N*(1-n/360d)-gN
E = 6.000 * (1- 90/360 0,06) - 0,005 * 6.000 = 5.910 - 30 = 5.880 euros

b) L=E-T
L=5.880-6=5.874 euros

c) Tes Banco paga: 5.880 euros (en el momento 0)
Banco recibe:  6.000 euros (en el momento 90 dias)

5.880 * (1+90/360 *i) = 6.000 i =0,081632653 (8,16%)

d Ie Cliente recibe : 5.874 euros (en el momento 0)
Cliente paga:  6.000 euros (en el momento 90 dias)

5.874 > (1+90/360 *i) = 6.000 i =0,085801838 (8,58%)

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE DESCUENTO SIMPLE



VENCIMIENTO COMUN
Y VENCIMIENTO MEDIO

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

HE N
I I I www.jagonzalez.blogsgo.com

Equivalencia de Capitales: Vencimiento Comtn y Vencimiento Medio

Tratamos de sustituir "n" capitales financieros (Cy, 1y), (C,, 12), ...... (C,, 1,) por un Unico capital financiero (C,t)
de tal manera que este (ltimo sea equivalente a todos los "n" capitales financieros iniciales.

Al nuevo Capital obtenido, C, se le denomina “Capital Unico Equivalente”, y al momento de vencimiento “p" se le
llama "Vencimiento Comdn".

Situacién Inicial ; < . & . & : : G
A 4 t t t,
C
Situacién Alternativa }
B t
HEN
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Equivalencia de Capitales: Vencimiento Comun y Vencimiento Medio

Sélo puedo cambiar una situacién inicial, con varios capitales, por una situacién alternativa, un solo
capital, cuando ambas opciones sean equivalentes
Es decir, sélo puedo sustituir la Situacién A por la Situacién B si son equivalentes

La Situacidn A serd equivalente a la Situacién B si, valoradas en el mismo momento, son iguales. Es

decir,
A (0)=B(0)
— C, C, (0N C. C,
Situacidn Inicial ; ; ; ; ; ; i
A 0 t t t3 o t,
|
Situacién Alternativa C_
B T
t
HE
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Equivalencia de Capitales: Vencimiento Comun y Vencimiento Medio

Para llevar ambas situaciones al momento O, debemos utilizar una ley de descuento simple. Hemos visto
dos leyes distintas, la Ley Financiera de Descuento Comercial y la Ley Financiera de Descuento

Racional, ¢cémo sabremos cudl utilizar?
Si el enunciado nos facilita una tasa de descuento, usaremos la LFDC: Cy =C,, (1- n d)

Entonces la equivalencia seria la siguiente:
Cil-t,d]+C,[1-t,d)]+.+C, [1-t,d)]=C[1-td]

Pudiendo ser la incégnita el vencimiento comdn (1), la cuantia del capital Gnico (C) o el vencimiento o cuantia
de cualquiera de los capitales individuales.

C n
Si el enunciado nos facilita un tipo de interés, usaremos la LFDR: C, = L+ n i
Entonces la equivalencia seria la siguiente:
C, c, c, C
+ 4+ ... + =
1+ ¢, i 1+ t, i 1 +t, -i 1+ ¢-i

Pudiendo ser también la incégnita el vencimiento comun (1), la cuantia del capital dnico (C) o el vencimiento o
cuantia de cualquiera de los capitales individuales.

[ |
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Equivalencia de Capitales: Vencimiento Comun y Vencimiento Medio

Si el Capital Unico Equivalente (C) fuera la suma del resto de los capitales,
C=Ci+Co+..+C,

Entonces, al vencimiento “t" lo denominamos Vencimiento Medio, y se expresaria
como sigue:
mosigue 1Ic = ¢, 1, + C

, t, + -+ + C -t

n n

Como podemos comprobar con el siguiente desarrollo:
C,[1-t,d)+Cy[1-t,d)] +..+C,[1-t d)]=C[1-td]

C,-C,t,d+C,-C,t,d+..+C,—C,t, d=C-C td
Reordenando,

C,+Cy+.H+C,—Cyt;d—Cytyd-...—C,t,d=C-Ctd
C-d(Cit;+Cyty+...+C,t, =C-Ctd
City+Cyty+ ..+ C, t,=Ct
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Equivalencia de Capitales: Vencimiento Comun y Vencimiento Medio

Despejando el valor de t,

Lo CLt+ Cy oty e €

Que supone que el vencimiento del capital dnico se corresponde con la media aritmética ponderada de los
vencimientos de los capitales individuales. De ahi el nombre de VENCIMIENTO MEDIO

Una caracteristica importante es que en el caso de vencimiento medio, éste no se ve modificado por el tipo

de interés o tipo de descuento de la operacién, por lo que se trata de un dato irrelevante a efectos de
calcular el vencimiento medio
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PROBLEMA 1:

Considere tres capitales de cuantias C1, C2 y C3 con vencimientos respectivos de 11, t2 y t3 trimestres. Se
desean sustituir estos capitales por una (nica entrega de cuantia C y vencimiento t meses.

a) Determine el vencimiento ¥, considerando que se opera a un tipo de descuento mensual d12

b) Determine la cuantia del segundo capital, C2, considerando que se opera a un tipo de interés anual i

c) Sisuponemos que C1 + C2 + C3 = C, obtenga el vencimiento t3 del tercer capital

u
I www.jagonzalez.blogsgo.com

SOLUCION AL PROBLEMA 1:

[
0) l’kg G G,

Situacion Inicial :

(&

A 0 t t,

t3 trimestres

Situacién Alternativa

|
C

B

c, Q-1+t -3 -d, )+ C,

c, Q-1 -3

Q0 -, -3

~d )jL C

Q- e, -

t meses

cd g )+C\*(1*t3-3*d,3

VENCIMIENTO COMUN Y MEDIO

Sélo puedo cambiar una situacién inicial,
con varios capitales, por una situacion
alternativa, un solo capital, cuando
ambas opciones sean equivalentes

Es decir, sdlo puedo sustituir la
Situacién A por la Situacién B si son
equivalentes

La Situacién A serd equivalente a la
Situacién B si, valoradas en el mismo
momento, son iguales. Es decir,

A (0) = B (0)

)=C ’(l’t'dlz)

C
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SOLUCION AL PROBLEMA 1:

Sélo puedo cambiar una situacidn inicial,
con varios capitales, por una situacion
alternativa, un solo capital, cuando

) llzk—C C

Situacién Inicial ;

c ambas opciones sean equivalentes
3

A 0 t t,

| Es decir, sélo puedo sustituir la
Situacion A por la Situacién B si son
equivalentes

t} trimestres

Situacién Alternativa

C La Situacién A serd equivalente a la
Situacién B si, valoradas en el mismo

B

) momento, son iguales. Es decir,
tmeses A (O) = B (0)
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SOLUCION AL PROBLEMA 1:

VENCIMIENTO COMUN Y MEDIO

[
<) — C,

Situacidn Inicial | ;

G

i Si Ct+C2+C3=C

A 0 t, t,

1
t3 trimestres

Estamos ante Vencimiento Medio

Situacidén Alternatiya

C C1t1+C2t2+.-.+Cntn=Ct

B

www.jagonzalez.blogsgo.com
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PROBLEMA 2:

Debo pagar un capital de cuantia 23.000 euros dentro de 15 meses. Deseo sustituir ese pago por tres
capitales. Dos de 8.000 euros con vencimientos dentro de 4 meses y 10 meses respectivamente.
Calcule.

a) La cuantia del tercer capital, si vence dentro de 18 meses, utilizando un tipo de descuento
trimestral simple del 2%

b) La cuantia del tercer capital, si vence dentro de 18 meses, utilizando un tipo de interés anual simple
del 6%

c) Calcular el vencimiento del tercer capital si su importe asciende a 7.500 euros. Para un tipo de
descuento bimensual del 1%

d) Calcular el vencimiento del tercer capital si su importe asciende a 7.000 euros. ¢Qué tipo de interés
se ha utilizado?

www.jagonzalez.blogsgo.com VENCIMIENTO COMUN Y MEDIO

SOLUCION AL PROBLEMA 2:

Sélo puedo cambiar una situacién inicial,
con varios capitales, por una situacion

] alternativa, un solo capital, cuando
a) 23,000 ambas opciones sean equivalentes
Situacidn Inicial 15 meses Es decir, sélo puedo sustituir la
A Situacién A por la Situacién B si son
Jlr—— equivalentes
. ., ) ’ 8‘0?0 8.000 . Cs , La Situacién A serd equivalente a la
Situacién Alternativa 0' 4 10 18, Situacidn B si, valoradas en el mismo
B momento, son iguales. Es decir,

A (0)=B (0)

23.000 [ 1- 15/30,02 1= 8.000 [1 —4/3 0,02)] + 8.000 [1 — 10/3 0,02)] + C; [1 — 18/3 0,02)]
20.700,00 = 7.786,67 + 7.466,67 + C; [0,88]

| C; =6.189,39 Euros |
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SOLUCION AL PROBLEMA 2:

b) 23,000
Si*ruaciin Inicial 1.5 meses
[
\l/’—/ 8.000 8.000 C,
Si‘ruacign Alternativa 0: n o T !

Sélo puedo cambiar una situacidn inicial,
con varios capitales, por una situacion
alternativa, un solo capital, cuando
ambas opciones sean equivalentes

Es decir, sélo puedo sustituir la
Situacion A por la Situacion B si son
equivalentes

La Situacién A serd equivalente a la
Situacion B si, valoradas en el mismo
momento, son iguales. Es decir,

A (0) = B (0)

23.000 / ( 1+ 15/12 0,06 ) = 8.000 / (1 +4/12 0,06) + 8.000 / (1 + 10/12 0,06) + C, / (1 + 18/12 0,06)]

21.395,35=7.843,14 + 7.619,05 + C; / 1,09

| C; =6.467,15 Euros |
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SOLUCION AL PROBLEMA 2:

C) 23,000

Situacién Inicial
A

15 meses

[
J/——/ 8.000 8.000  7.500

Situacién Alternativa | i $ |
B 0 4 10

15 meses

VENCIMIENTO COMUN Y MEDIO

Sélo puedo cambiar una situacién inicial,
con varios capitales, por una situacion
alternativa, un solo capital, cuando
ambas opciones sean equivalentes

Es decir, sdlo puedo sustituir la
Situacién A por la Situacién B si son
equivalentes

La Situacién A serd equivalente a la
Situacién B si, valoradas en el mismo
momento, son iguales. Es decir,

A (0) = B (0)

23.000 (1- 15/2.0,01) =8.000 (1 —4/2 0,01) + 8.000 (1 — 10/2 0,01) + 7.500 (1 — t;/2 0,01)

21.275=7.840+ 7.600 + 7.500 (1 - t;/2 0,01)

‘ ty = 44,4 meses (44 meses y 12 dias) ‘

www.jagonzalez.blogsgo.com
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SOLUCION AL PROBLEMA 2:

]
d) 23,000
SiTuaciin Inicial ];_ s
[
\lﬁ* 8.000 8.000 7.000
Situacién Alternativa | } : |
B 0 4 10 t} meses

23.000 * 15=28.000 * 4 + 8.000 * 10 + 7.000 * t,

ty = 33,28 meses (33 meses y 9 dias) ‘

www.jagonzalez.blogsgo.com

Si Ci+C2+C3=C
Es decir, 8.000 + 8.000 + 7.000 = 23.000

Estamos ante Vencimiento Medio

C t;+Cyty+ ..+ C, t,=Ct

VENCIMIENTO COMUN Y MEDIO
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LETRAS DEL TESORO
Aplicacion de la Ley Financiera de
Capitalizacion Simple

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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LETRAS DEL TESORO

Las Letras del Tesoro son titulos de deuda publica emitidos por el Estado como medio de financiaciéon a
Corto Plazo.

Se trata de valores emitidos al descuento, lo que implica que el precio de adquisicion es inferior al
nominal que recibira el inversor a su vencimiento (VALOR NOMINAL = 1.000 EUROS)

La diferencia entre el valor nominal que reciben y el precio de adquisicién representa el beneficio de la
inversion.

La duracion de la inversién es variable, pudiendo ser de 3, 6, 9 0 12 meses, aunque siempre se expresa
en dias. De tal forma que...

Una duracion de 3 meses equivale a 91 dias
Una duracién de 6 meses equivale a 182 dias

Una duracion de 12 meses equivale a 364 dias

www.clasesuniversitarias.com LETRAS DEL TESORO
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El procedimiento normal de emision de valores es a través de una subasta competitiva...

Los inversores presentan al emisor sus peticiones en las que reflejan los valores que desean adquirir, asi
como los precios que estan dispuestos a pagar por dichos valores.

Recibidos todas las peticiones, el emisor decide el precio minimo que acepta, rechazando las peticiones
recibidas con un precio inferior a este precio minimo.

Peticiones por debajo del PMa, quedan fuera de la subasta

Precio Medio  PMe Peticiones al precio minimo, compran a PMa

Precio Minimo PMa

Peticiones a un precio entre PMa y PMe, al precio ofrecido

Peticiones a Pme o superior, compran a PMe

En las peticiones por via no competitiva, sélo se indica el importe nominal que se desea adquirir, sin
especificar el precio, aceptandose todas las peticiones en su totalidad.

www.clasesuniversitarias.com LETRAS DEL TESORO

Calculo del tanto efectivo de la emision: interés marginal e interés medio

Los tantos efectivos de la emision se definen como los tantos de interés anuales simples que ofrecen una
medida de la rentabilidad efectiva que proporcionan las Letras del Tesoro en el momento de la emision,
sin la intervencién de la entidad financiera a través de la cual se realiza la operacion.

Segun la normativa del Banco de Espafia se calculan sin las comisiones asociadas a la operacion y
utilizando el afio comercial.

Para el interés marginal...

PMa [ 1+-—i ]=1.000
360

Para el interés medio...

www.clasesuniversitarias.com LETRAS DEL TESORO
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Calculo de la rentabilidad efectiva de una Letra del Tesoro.

En este caso se ofrece una medida de la rentabilidad efectiva que proporcionan las Letras del Tesoro de
un inversor en concreto, que participa en la operacién a través de una entidad financiera, que le cobra
comisiones por su intermediacion, por la suscripcion o compra y por la amortizacién o venta.

Un inversor puede participar en la operacion en el mercado primario, suscribiendo los titulos en la
emision de los mismos, y manteniéndolos hasta su vencimiento, en cuyo caso se aplicarian las
comisiones de suscripcion y amortizacion.

Pero puede también participar en la operacién en el mercado secundario, bien comprando las Letras del
Tesoro a otro inversor en un momento distinto a la emision, vendiéndolas a otro inversor antes del
vencimiento, o ambas opciones, en cuyo caso se aplicarian comisiones de copra y venta. Ademas, la
duracién de la inversion, en cualquiera de estos casos seria menor que en el mercado primario.

En este caso, la rentabilidad efectiva de la operaciéon se obtendria planteando una equivalencia entre la
cantidad que paga el inversor, ya sea el precio de suscripcion o de compra, mas comisiones; y el nominal
o precio de venta, incluyendo también las comisiones. En este caso, ademas, se utiliza el afio natural.

www.clasesuniversitarias.com LETRAS DEL TESORO

Calculo de la rentabilidad efectiva de una Letra del Tesoro.

Por tanto, el procedimiento seria el siguiente:

Opcion 1: el inversor adquiere titulos en la emisién y mantiene hasta su vencimiento.

. PMa +c.s.
El inversor paga:
PMe + c.s.
0 364
El inversor recibe: 1.000 —c.a.
0 364

(PMa + c)- 1+ﬁ-ie,. =1.000 — ¢ (PMe +c):- 1+ﬁ-ie,. =1.000 - ¢
365 - 365 -
www.clasesuniversitarias.com LETRAS DEL TESORO
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Calculo de la rentabilidad efectiva de una Letra del Tesoro.

Opciodn 2: el inversor adquiere titulos en mercado secundario y mantiene hasta su vencimiento.

Elinversor paga: ~ PC +c.c.
t 364

El inversor recibe: 1.000 - c.a.
t 364

(PC +c)[1+ 8% =D 11000 ¢
365

www.clasesuniversitarias.com LETRAS DEL TESORO

Calculo de la rentabilidad efectiva de una Letra del Tesoro.

Opcion 3: el inversor adquiere titulos en la emisién y vende en el mercado secundario.

El inversor paga: PMa +c.s.
’ PMe + c.s.
0 t
El inversor recibe: PV —cuw.
0 t

365

(PMa +c)'(l+
365

.ie/.j:PV—c (PMe +c)-(1+ 'iefj=PV—C

www.clasesuniversitarias.com LETRAS DEL TESORO
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Calculo de la rentabilidad efectiva de una Letra del Tesoro.

Opciodn 4: el inversor compra y vende titulos en el mercado secundario.

Elinversor paga: ~ PC +c.c.
t p

El inversor recibe: PV —cuw.
t p

(pc +c)~(1+%-ie_fJ=PV—c
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EJERCICIO 1:

En la ultima subasta del Letras del Tesoro a 12 meses se fijo un precio marginal del 97,830% y un precio
medio del 98,150%. Un inversor participa en la operacion a través de una entidad financiera que cobra
unas comisiones de suscripcion y compra del 0,3% y de amortizacion o venta de un 0,25%.

Calcule:

a) El interés marginal de la emision

PMa (1+L-i j:I.OOO

360 ™
364 . )
978, 3-| 1+ ——-i, |=1.000 i, =0,021937584 =2,19%
360
HE
I I www.clasesuniversitarias.com LETRAS DEL TESORO
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EJERCICIO 1:

En la dltima subasta del Letras del Tesoro a 12 meses se fijé un precio marginal del 97,830% y un precio
medio del 98,150%. Un inversor participa en la operacion a través de una entidad financiera que cobra
unas comisiones de suscripcion y compra del 0,3% y de amortizacion o venta de un 0,25%.

Calcule:

b) La rentabilidad del inversor, si compra a Precio Medio y mantiene las letras hasta su vencimiento

www.clasesuniversitarias.com LETRAS DEL TESORO

El inversor paga: PMe + c.s.

° 364
El inversor recibe: 1000 — ca
° 364

PMe + c.s.= 981,50 + 0,003 -1000 = 984,50
1.000 - c.a.=1.000,00 - 0,0025 -1000 = 997,50

(PMe +¢):- 1+ﬁ-ie,. =1.000 - ¢ 984,50 - 1+ﬁ-ie,. = 997,50
365 ¢ 365 ¢

i, =0,013240949 =1,32%
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EJERCICIO 1:

En la ultima subasta del Letras del Tesoro a 12 meses se fijo un precio marginal del 97,830% y un precio
medio del 98,150%. Un inversor participa en la operacion a través de una entidad financiera que cobra
unas comisiones de suscripcion y compra del 0,3% y de amortizacién o venta de un 0,25%.

Calcule:

c) Si el inversor vende una Letra en el mercado secundario 150 dias antes de su vencimiento, siendo la
cotizacion del mercado de un 99,01%, ¢qué rentabilidad obtendria el inversor para esta letra?

www.clasesuniversitarias.com LETRAS DEL TESORO

El inversor paga: PMe + c.s.

0 364-150
El inversor recibe: PV e
° 214

PMe + c.s. = 981,50 + 0,003 -1000 = 984,50
990,10 — c.v. = 990,10 — 0,0025 -1000 = 987,60

(PMe +c)-[1+2—-iefj:PV —c 984,50-(1+ﬁ-idJ = 987,60
365 365 ¢

i, =0,005370628 =0,53%

LETRAS DEL TESORO
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LEY FINANCIERA DE
CAPITALIZACION COMPUESTA.
TEORIA

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION COMPUESTA

En el Sistema Cldsico de Capitalizacién Compuesta se considera que los intereses que se generan

cada afio se acumulan al capital se van acumulando al capital inicial para producir a su vez mds
intereses.

El Sistema de Capitalizacién Compuesta se corresponde con la LEY FINANCIERA DE
CAPITALIZACION COMPUESTA, que se expresa de la siguiente manera:

ot .

s L (¢; = (1+ i) con t =<
C'Capﬁahzacnon Compues‘ra‘,. “r) r
0 B Siendo "i" el Tipo o Tanto de Interés Anual Compuesto

-Si consideramos “t" como el momento de partida en el cual nos encontramos, diremos que 1=0.

-Si consideramos “p" como el momento final o de llegada, siendo la duracién de “n" afios, entonces
p=n.

-Si consideramos C, como el capital que invertimos en el momento O.
-Si consideramos C, como el capital acumulado al final de la inversidn, en el momento n (Montante)

www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION COMPUESTA
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Generalizando ¥
p
L(Cyst;p)=Cy - L;p)=C,y-[1+il"""=c, - +i)y =cC,
‘ Ley homogénea de grado 1 ‘ =0 p=n

worntanre v [N

Donde:

Cn = montante
Co = capital inicial
n = n° de afios desde el vencimiento del capital Co y el momento de su valoracion

/ = tanto de interés anual simple que representa el interés que experimenta una unidad monetaria
durante 1 afio
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Cdlculo del Montante

En el sistema cldsico de capitalizacién simple se considera que el capital productor de intereses es
el capital inicial con todos los intereses acumulados, es decir, los intereses si se acumulan al capital al

final de cada periodo para generar a su vez intereses en periodos sucesivos.
C,-(1+ i) !

Co Co+ CoT Co-(Q+i) +Cy - (1+i)-i Co - Q+i) " +Cy -ty t-i
=Co(1+i) = C, (1+i)-(1+i)=2C,-(1+i)? =C,-(I+)" " (I+i)y=C, -(1+i)"
0 1:¢0i Tr=comiyi 2 n-1 s-coawn N

Al capital inicial mds los intereses lo denominaremos montante y lo representamos por €n = €, (1 + i)n
Montante: Es la proyeccion financiera de un capital al final del periodo "'n” aplicando una ley financiera de
capitalizacion simple.
Graficamente, (, . ) o
La caracteristica de la ley financiera de capitalizacion

compuesta es que los intereses se van acumulando al capital
en cada periodo para producir nuevos y mayores intereses en
el periodo siguiente, es decir el rendimiento en cada periodo
va aumentando

Co

) o n
www.clasesuniversitarias.com
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Importante

El tiempo (n) y el tipo de interés (i) deben estar referenciados a la misma unidad temporal. Si
trabajamos con afios, el tipo de interés tiene que ser anual, si frabajamos con semestres, el tipo de
interés tiene que ser semestral, etc.

Interpretacion econdémica del tipo de interés (i)

Para estudiar la interpretacion econémica del tanto de interés, vamos a estudiar el montante de 1 u.m.
en una uhidad de tiempo.

Tum. |
I 1

! ™1 podremos decir por fant
o - o) odremos decir por tanto que
L(Costsp)=C,Q+i) (i) es lo producido por una
LQst;te+1)=10+ )" =1.0Q+i)=1+i unidad monetaria en una
unidad de tiempo.

Cdlculo del Interés
c,-c,=c,0+iy -c,=c,la+i"-1]

c,fa+ iy -1]

~
]
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Ley de Capitalizacién Compuesta Fraccionada

El parémetro i, recibe el nombre de tanto de interés compuesto k-esimal, siendo k el nimero de periodos o
fracciones a considerar que hay en un afio. Este tanto k-esimal representa el rendimiento que proporciona un euro
en un k-ésimo de afio.

Por ejemplo: Meses ........cou. i
Cuatrimestres ........ i3
DTGS ........................... i360
Bienio ..., i1/2

“Es decir, para denotar la periodicidad del interés indicamos con subindices el nimero de subperiodos
incluidos en el afio”.
El tipo de interés estard referido por tanto al periodo “k” y lo denotaremos por “i.".

Montante Cn=C, (1+ik) nk

Intereses I=C-C=¢CI(1 + “[3( - 1]

www.clasesuniversitarias.com
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Equivalencias entre tantos de interés compuestos

Dado que dos leyes financieras son equivalentes cuando ofrecen la misma proyeccion financiera de un mismo
capital financiero, se puede deducir la equivalencia entre dos tantos de interés:

Dos tantos de interés son equivalentes cuando aplicados al mismo capital inicial, durante el mismo
periodo de tiempo, dan lugar al mismo montante

Cn=Co (1+i) " e (147) = (1 + iK)*
Cn=Cy (1+ik) ™

TANTO DE INTERES NOMINAL: Ademds del tanto de interés anual, i, y del fraccionado, ik,

existe otro tanto en capitalizacion compuesta que se denota por Jk , cuya relacion viene dada por
Jk=k.ik

y se nombra de distintas formas,
tanto nominal anual reembolsable k-esimalmente
tanto nominal anual acumulable k-esimalmente

tanto nominal anual amortizable k-esimalmente tanto nominal
anual liquidable k-esimalmente
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LEY FINANCIERA DE DESCUENTO COMPUESTO RACIONAL

La ley Financiera de Descuento Copuesto Racional es una operacidn reversible, y por lo tanto, conjugable, de
la Ley Financiera de Capitalizacién Compuesta.

En el Descuento Racional utilizaremos como “tasa de descuento” el mismo “tipo de interés” que utilizamos
para el cdlculo del montante en la Ley Financiera de Capitalizacion Compuesta, es decir, aunque seguimos con
el concepto de descuento (anticipacion en el vencimiento de un capital), utilizamos para ello un tipo de interés

lc,=c, a+i)] __

MONTANTE ( )

| VALOR EFECTIVO |

c, Q+i)"

Cdlculo del descuento racional

|DR =C,-C,=¢C,-C,-Q+i)" cnl—(1+i)’”]|

I wowcasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION COMPUESTA
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Propiedades de la Ley Financiera de Capitalizacién Compuesta

La ley Financiera de Capitalizacién Compuesta SI es escindible.
Una ley financiera es escindible si al fraccionar el periodo de inversién el montante obtenido es el mismo.

La ley financiera de capitalizacién compuesta SI es escindible, es decir, el montante de la inversién no varia al escindir la
inversidn en varias inversiones sucesivas reinvirtiendo cada vez el montante precedente.

C, <, o

n
1) Sin escindir la inversidn el montante seria: cC,=C,-@Q+i)
2) Escindiendo la inversion en dos: c,=c¢c, -@Q+i)y"
c,=0C,-0+i)
c,=C,-Q+i)  -@+i)y"
Por tanto, ST es escindible c, =C, -(1 + i)“"_h = C, -(1 + l')"
HE
I I www.clasesuniversitarias.com LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION COMPUESTA

qu/_\\:

Cy C,
0 1 2
Ejemplo de ESCINDIBILIDAD DE LA LEY FINANCIERA DE CAPITALIZACION COMPUESTA:
C=1000%€
n = 2 afios
i = 8% compuesto anual
a) Sino dividimos la inversién: C, =1.000 -(1+0,08) =1.166 ,40
b) Si escindimos la inversién en dos inversiones sucesivas:
Afio 1: C, =1.000 -(1+0,08) =1.080,00
Afio 2: C,=1.080 -(1+0,08) =1.166 ,40
| N |
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La ley Financiera de Capitalizacién Compuesta es estacionaria, es decir, la Ley se cumple para periodos distintos de tiempo pero
que cuentan con la misma amplitud, independientemente del origen y la finalizacion de los mismos.

t t+h p p+h

Debe ocurrir que
Co@+ i) " =cC,@+i)r-t-um

CoQ+ i)' =c,Q+i)""
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LEY FINANCIERA DE
CAPITALIZACION COMPUESTA.
PROBLEMAS

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

EJERCICIO I:

Un ahorrador invierte en una cuenta de ahorro que le ofrece un interés del 3% anual con liquidaciones
trimestrales los siguientes importes:

- Hoy, una cantidad de 2.000 €
- Alos 13 meses, 5.500 €
- Alos dos afios, 7.000 €

¢Cudl es el montante que obtendrd a los tres afios y medio?
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Un tipo de interés anual con liquidaciones trimestrales hace referencia a una J, en este caso, J4
A partir de este dato, calculamos el interés k-esimal equivalente, en este caso, is, mediante la equivalencia:

Y podemos trabajar con este tipo de interés trimestral, del siguiente modo:

2.000 5.500 7.000 Cn

| N |
I 1 t 1

0 13 meses 2 afos 3,5 afios
L |

i4=0,75%

(42 -13)

C . =2000 -(1+0,0075 )% +5500 -(1+0,0075 ) * + 7000 -(l+ 0,0075 )"**

n

C, =2.220,55+5.911,96 + 7.320 ,97 =15.453 ,48 €

www.clasesuniversitarias.com PROBLEMAS LEY FRA CAP.COMPUESTA
2.000 5.500 7.000 Cn
f f t {
OI 13 meses 2 afios 3,5 afios
[
i=3,03%
O bien, trabajar con el tipo de interés anual equivalente, a través de la equivalencia... G+i)=(1+i,)"

i=(1l+0,0075 )* -1 = 0,03033919

(42-13)

C, = 2000 -(1+0,03033919 )*° +5500 -(1+0,03033919 ) 2 +7000 -(1+0,03033919 )"’

C, =2.220,55+5.911,9 + 7.320 ,97 =15.453 ,48
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EJERCICIO 2:

Al cabo de cudnto tiempo un capital de 12.000 euros invertido a un tipo de interés anual del 3% anual compuesto
serd equivalente a un capital de 10.000 euros invertido a un tipo de interés del 4% anual con liquidaciones

semestrales?

www.clasesuniversitarias.com PROBLEMAS LEY FRA CAP.COMPUESTA

Ambos capitales serdn equivalentes en aquel momento (n) en el que valgan exactamente igual, es decir, el
montante del primero en ese momento sea igual al montante del segundo en ese mismo momento.

12.000 Cn
|
0 n afios
| |
i=3%
10.000 Cn
| l
0 n afios
8 |
J2=4%
i, :—J2 = 0,04 = 0,02
2 2

12000 - (1+ 0,03)" = 10000 -(1+ 0,02 )>"
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12000 - (1+ 0,03)" =10000 -(1+ 0,02)>"

12000  (1+0,02)*" L= (1.022)n

10000 ~(1+0,03)" ’ 1.03

1,2 = (1,01009708 )" In 1,2 = In(1,01009708 )" In1,2 = n-In(1,01009708 )
Inl1,2 o )
n =18,14786 18 afios, 1 mes y 23 dias

n=——"/——
In(1,01009708 )
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EJERCICIO 3:

Una entidad financiera ofrece depdsitos a la vista abonando un 5% de interés anual liquidable semestralmente,
con una comisién de apertura del 0,15%

¢Cudl es la TAE del depésito?
Un cliente decide contratar el producto realizando un depésito de 10.000 euros durante 4 afios.

Determine el valor del montante obtenido.
¢Cudl es el tanto efectivo obtenido por el inversor en la operacién?
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Como se trata de una operacién con vencimiento abierto, cuando nos piden la TAE del depésito, no tenemos en
cuenta las comisiones.

Por tanto, para calcular la TAE bastaria con calcular el tipo de interés anual equivalente al tipo de interés que nos
facilita el enunciado del problema.

Un tipo de interés anual liquidable cuatrimestralmente hace referencia a una J, en este caso, J2
A partir de este dato, calculamos el interés k-esimal equivalente, en este caso, i3, mediante la equivalencia:

J
o= = —0’205 = 0,025

Y ahora calculariamos el interés anual equivalente, mediante la equivalencia:

G+i)=(1+i)" i= (1+ 0,025 )2 1= 0,050625

Por tanto, la TAE seria igual a un 5,06%
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El cliente deposita 10.000 euros sobre los que se aplica una comisién de apertura del 0,15%, es decir, 15 euros
(10,000 x 0,0015). Por tanto, la cantidad que va a generar es intereses serd 9.985 euros (10.000 - 15)

9.985 Cn

0 4 afios

| I

J2=5%
i, = oo 005 o s
2 2
Y ahora calculariamos el montante:
Cc , = 9985 x (1 + 0,025 )‘”2 Cc, =12.165.,75
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Para poder calcular el tfanto efectivo obtenido por el inversor hay que plantear una equivalencia entre la cantidad
que se invierte y la que se recibe.

Qué se invierte? El importe total invertido asciende a 10.000 euros.
Cudndo se invierte? En el momento O

Qué recibo? La cantidad de 12.165,75 euros
Cudndo lo recibo? En el momento 4 afios

Por tato, la ecuacién quedaria:

10.000 12.165,75
f —
0 4
10000 x (1+i)* =12165,75 i =5,02%
HE
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EJERCICIO 4:

Una persona contrata un fondo de 10 afios de duracién, ingresando 15.000 euros al inicio de la operacion y 23.000
euros al finalizar el quinto afio. La entidad financiera que gestiona el fondo ofrece un 6% anual con liquidaciones
mensuales los dos primeros afios, un 2% efectivo semestral los tres afios siguientes, un 8% anual liquidable cada
bienio durante los dos siguientes y un 4% cuatrimestral efectivo los restantes.
¢Cudl es el montante obtenido al finalizar la operacién?
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15.000 23.000

2 afos 5 afios 7afios 10 afios
| | | |
J12=6% i2=2% Jiz = 8% i3=4%
0,06 0,08

- = 0,16

i, = B = 0,005 i), %

Cn = 15000 x (1,005 )**" x (1,02 )** x (1,16 )“%x (1,04 ) + 23000 x (1,16 )“%x (1,04 )’

C, =31436,62 +37937,96

C, =69.374,58
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TEORIA DE RENTAS DISCRETAS 1
Rentas Constantes (teoria)

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

Concepto y clasificacidn

En general, una renta es un conjunto de capitales, finito o no, con distintos vencimientos. Vamos a estudiar en
este tema aquellas en las que los vencimientos son equidistantes.

Elementos que definen la renta

+  Los capitales que constituyen la renta se denominan términos

+ Al intervalo de tiempo entre dos vencimientos consecutivos se llama periodo de la renta.
« Se consideran tantos periodos como términos tenga la renta.

+  Se denomina duracién de la renta al nimero de periodos (o de términos).

Valor de la renta

Se denomina valor de la renta en un momento del fiempo a la suma de los valores que en ese momento
tienen sus términos utilizando una ley financiera.

HEE
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Concepto y clasificacién

Valor Actual (A)
Es el valor de la renta en el origen de la misma. El valor actual se calcula sumando los valores descontados o
actualizados, en el momento inicial, de todos y cada uno de los pagos.

Valor Final (S)
Es el valor de la renta al final del dltimo periodo de la misma. Se calcula mediante la suma de los valores de
todos los términos de la renta capitalizados hasta el momento en que ésta termina.

=

T

=
(
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Concepto y clasificacidn

+ Seglin la amplitud de los periodos:
+ Discretas: cuando los periodos de la renta son finitos.

+ Continuas: cuando los periodos de la renta son infinitesimales, produciéndose un flujo continuo de
capitales.

+Segln la cuantia de los términos:

+ Constantes: cuando todos los términos son iguales entre si.
* Variables: cuando todos los términos de la renta tienen una cuantia diferente.

+ Segln su duracién
* Perpetuas: constan de un ndmero de términos que tiende a infinito.
+ Temporales: constan de un nimero finito de términos.

HEE
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Concepto y clasificacién

-Seglin el momento del vencimiento:

+ Postpagables: si los términos tienen sus vencimientos al final de cada periodo.

+ Prepagables: si los vencimientos de cada término son al principio de cada periodo.

www.clasesuniversitarias.com TEORIA DE RENTAS DISCRETAS 1

Concepto y clasificacidn

+  Seglin el momento de evaluacién (o momento de inicio y fin de los términos respecto a la valoracién):

a) Inmediatas: cuando el inicio del primero periodo coincide con el origen.

b) Diferidas cuando entre el inicio de la rentay el primer término, hay un periodo de tiempo “d"
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VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Consideremos que los pagos anuales constantes son de cuantia "a”, que se efectuan al final de cada
afio durante n afios. El valor actual se calcula sumando los valores actualizados o descontados, en el
momento inicial, de todos y cada uno de los pagos.

A=a-1+) " +a-A+) 7 +a-1+) " +..4a-(1+i)" =

—a J iy A ) ()]
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VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Se trata de una progresién geométrica, para cuya suma necesitamos conocer los siguientes valores:

Primer Término (PT)

Ultimo Término (UT) Ya que la suma de la progresién geométrica es: ZPG = M
Razén (R) R-1
PT =(1+i)" N el -
1+ x(1+i)~" =1+
UT =(1+i)" } 3 pg =D (1(+ ')’_)1 1 a+)
R=(1+i)" :
a7 x|arn =1 s <oy =) Jasn-1] asn -1 1-aeiy
L 1-(1+1) [1—(1+1)] —i i
. 1+7) (1+7)
II www.clasesuniversitarias.com TEORIA DE RENTAS DISCRETAS 1
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VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

N1
A= axﬂ =axXa,_,
i
Interpretacion econdémica de la funcion a,H.
Representa el valor actual de
| 1€ 1€ 1€ una renta unitaria (una
0 1 2 n unidad monetaria) de n
términos constantes,
A=1-(1+) " +1-(1+) 7 +1-(1+) > +.. . +1-(1+0) " = inmediata,  pospagable y

temporal valorada a un tipo

=1 [(1 +)HA+D) T HA+D) T+ (1 i)_n]= l-a- de interés anual compuesto.

li
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VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Ahora hemos de calcular el valor final de la renta, que consiste en hallar la suma de los valores de todos los
términos de la renta llevados al momento en que termina la renta, que en este caso es el final del afio n.

S=a-0+)"" " +a-1+i)" +a-1+i)" +...+a=

—a- [(1+i)”‘1 +1+)" 2 +(1+D)" 4. +1]
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VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Se trata de una progresién geométrica, para cuya suma necesitamos conocer los siguientes valores:

Primer Término (PT)

Ultimo Término (UT) Ya que la suma de la progresién geométrica es: ZPG = M
Razén (R) R-1
— (141D
PT = (].+l) (1+l)—1 _(1+l)(n—1)
UT =1 D PG = — =
. 1+~ -1
R=(1+1i)
=] asnxi-a+nr] -a+a] 1-a+nr a+iy -1
L 1-(1+i) [1-a+0)] —i i
e (1+10) (1+1)
I I I www.clasesuniversitarias.com TEORIA DE RENTAS DISCRETAS 1

VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

5o FD =1

axsn—\i
1
Interpretacién econdémica de la funcién §' .
n—l Representa el valor final de
| 1€ 1€ 1€ una renta unitaria (una
unidad monetaria) de n
0 1 2 n L.
términos constantes,
A=1-0+)""+1-(A+)"7 +1-(1+)" +...+1= inmediata,  pospagable 'y
: ) ; temporal valorada a un tipo
:1-[(1+i)”‘ +(A+)""+(1+0)" +---+1]:1'S;\,~ de interés anual compuesto.
EEN
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VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, INMEDIATA, PREPAGABLE Y TEMPORAL

a0 ocot (PR

B
Momento-1
Valor final S=a-s, , x(1+i)
T

Momento n-1

HEE
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VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, DIFERIDA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

g

Momento d

Valor final S=a-s, .
o

Momento d+n

HEE
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A=a-a, ; x(1+i)™
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VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, DIFERIDA, PREPAGABLE Y TEMPORAL

o

A=a-a,; x(+i) "

-
Momento d-1

Valor final S=a-s, , x(1+i)

-
Momento d+n-1

HEE
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VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y PERPETUA

pmeg

A, =a-Lim,  _a, =a-Lim, ﬂ
1
_ N I—lim,__ =L a
1-lim, _(1+i)™" (1+i)" o _a A, =
=a- - =a- - =a- - = — l'
1 1 1 1

EEE
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VALORACION DE UNA RENTA CONSTANTE, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y PERPETUA

Y si la renta constante perpetua es.......

a
Prepagable ? A, =—X(1+1i)
1
e a ~—d
Diferida ? A, =—x(1+10)
l
a
Prepagable y diferida? Aw =_x (1 + l-)—(d—l)
[
EEN
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PROBLEMAS DE RENTAS DISCRETAS
Rentas Constantes |

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

EJERCICIO 1:

El sefior Previsor ha conseguido vender un apartamento por 120.000 €. Decide invertir ese importe en una entidad
financiera a cambio de recibir una renta constante al final de cada afio, durante los 18 afios que le restan hasta
alcanzar su jubilacion. La entidad financiera le ofrece un interés del 3,5% anual.

a) ¢ Qué cantidad podria obtener cada afio?

www.clasesuniversitarias.com RENTAS CONSTANTES. PROBLEMAS
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aa a a a a a

1.2 3 4 5 6 17 18

A =aXay_,
1—(1+0,035 )™
120000 = a X ( ’ )
0,035

a=9.098,02 Euros
HE
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EJERCICIO 1:

El sefior Previsor ha conseguido vender un apartamento por 120.000 €. Decide invertir ese importe en una entidad
financiera a cambio de recibir una renta constante al final de cada afio, durante los 18 afios que le restan hasta
alcanzar su jubilacion. La entidad financiera le ofrece un interés del 3,5% anual.

b) Si en lugar de recibir el importe obtenido en el apartado a), quisiera recibir una cantidad anual de 12,000 euros, con
qué tipo de interés deberia trabajar la entidad financiera?
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aa a a a a a

O 1 23 4 56 17 18
Para que a sea igual a 12.000,00 Euros, cual debe ser el tipo de interés?
4 =axay_,
1-(Q+i) "
120000 = 12000 X ( : )
l
1—(1+i)"
1o = 120+
1
mm
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1-(1+i)"
10 = ( - ) 10 =a;_,

1

No podemos despejar el valor de i, por lo que utilizamos un sistema para su
estimacion, que se llama INTERPOLACION, y se compone de 3 pasos

PASO 1: Representar GRAFICAMENTE la funcién @, . ,ymarcarelvalor 10 = a .

a n—i
ag_;
. i
1
HE
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PASO 2: INVENTARME tipos de interés hasta obtenerun @ s, = 10 > a4 ..

Por ejemplo, empiezo con un 6% y calculo el importe de @ ¢ _ o6

1-(1+0.06) "
a,.i g 006 — ( 0.06 ) =10 ,8276

He encontrado un, d > 10 s0r lo que ahora debo encontrar un 10 = a
18 —i q 18 =i

Qs 000 = 10,8276 0JO!!! Debo utilizar un tipo de interés que, COMO MAXIMO, SEA UN 1%
o MAYOR O MENOR!!!
5 =10 En este caso, debo utilizar un tipo de interés mayo, por lo que pruebo
conel 7%
1-(1+0.07)"
Aig 007 = ( ) = 10,0591
i'=0,06 i 0.07

Sigue siendoun @5 _ ;v > 10 pero al estar mas proximo a este
valor, es el que utilizo, descartando el tipo de interés del 6%

www.clasesuniversitarias.com RENTAS CONSTANTES. PROBLEMAS

PASO 2: INVENTARME tipos de interés hasta obtenerun @ o, > 10 > a 18 < in

Por ejemplo, empiezo con un 6% y calculo el importe de a o _

\W}/
D -18
_ ! 96) = 10,8276

a, Aig 0.06 —
et 0.06

He encontrado un, @5 _;» = 10 sorlo que ahora debo encontrarun 10 > a R

A5 o0y = 10,0591 0JO!!! Debo utilizar un tipo de interés que, COMO MAXIMO, SEA UN 1%
. MAYOR O MENOR!!!
- = 10 En este caso, debo utilizar un tipo de interés mayo, por lo que pruebo
conel 7%

1-(1+0.07)"
. Qg 007 = 0.07
i'=0,07 I .

Sigue siendoun g _;+ >~ 10 pero al estar mas préximo a este
valor, es el que utilizo, descartando el tipo de interés del 6%

= 10,0591
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PASO 2: INVENTARME tipos de interés hasta obtenerun @ s, = 10 > a4 ..

Sigo intentando obtenerun @5 _ ;. > 10 por lo que pruebo ahora con un 8%

1-(1+0.08)"

a, i Aig 008 = 0.0% =9,3719
De este modo he completado el Paso 2 de la INTERPOLACION, ya que he
a5 40 = 10,06 encontrado lo que buscaba, es decir,
ay; =10
@500 = 9,37 [ alSﬁi'(:7%) =10 ,06 =10 > g _in=goy, — 9,37

i'=0,07 i i"'=0,08 i
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PASO 3: Aplicar la teoria de los TRIANGULOS SEMEJANTES.

’ 4 ‘
a n—i
B B'
Estos dos triangulos son equivalentes si el cociente entre sus catetos
Ayg 007 = 10,06 coincide, es decir, si
ag_; =10 4 = 4'
Ag g5 = 9,37 B B'
Tras realizar el PASO 2 del proceso de INTERPOLACION, en
i'=0,07 i i''=0,08 i la GRAFICA aparecen tres triangulos, ¢LOS VES?
mE
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PASO 3: Aplicar la teoria de los TRIANGULOS SEMEJANTES.

’ 4 ‘
a n—i
B B'
Estos dos triangulos son equivalentes si el cociente entre sus catetos
a5 40 = 10,06 coincide, es decir, si
a5, =10 4 = A’
Aig 008 = 9,37 [ B B'
Tras reali;ar el PASO 2 del proceso de INTERPOLACION, en
i'=0,07 i i'"'= 0,08 i la GRAFICA aparecen tres triangulos, ¢LOS VES?
EEE
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PASO 3: Aplicar la teoria de los TRIANGULOS SEMEJANTES.

’ 4 ‘
a n—i
B B'
Estos dos triangulos son equivalentes si el cociente entre sus catetos
Ayg 007 = 10,06 coincide, es decir, si
a,_,; =10 A 3 A'
Ag_905 = 9,37 \ B B'

Tras realizar el PASO 2 del proceso de INTERPOLACION, en
i'=0,07 . i'"=0,08 i la GRAFICA aparecen tres triangulos, ¢LOS VES?
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PASO 3: Aplicar la teoria de los TRIANGULOS SEMEJANTES.

n—i

5007 = 10,06

ay; =10

Ais 005 = 9,37

A

A"
Bl

Estos dos triangulos son equivalentes si el cociente entre sus catetos
coincide, es decir, si

B

i'=0,07 i'"=0,08

Tras realiz’ar el PASO 2 del proceso de INTERPOLACION, en
i la GRAFICA aparecen tres triangulos, ¢(LOS VES?

Pues bien, esos tres triangulos SON SEMEJANTES entre si, lo que quiere decir que el cociente entre sus
catetos coincide. Por tanto, cogemos DOS DE ELLOS (siempre uno de ellos debe ser el triangulo

GRANDE!!!

www.clasesuniversitarias.com
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PASO 3: Aplicar la teoria de los TRIANGULOS SEMEJANTES.

a

n—i

5007 = 10,06

a

n—i 4

5007 = 10,06

a5 =10 ay_; =10
g0 = 9,37 Ayg_g05 = 9,37
i'=0,07 i i''= 0,08 i i'=0,07 i i"'= 0,08 i
Ay = Qyg o _ Qg — Qg 10,0591 - 19,3719 _ 10,0591 —-10
"= i—1i' 0,08 — 0,07 i—0,07
De donde despejamos el valor de i, que resulta i=7,08%
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EJERCICIO 1:

El sefior Previsor ha conseguido vender un apartamento por 120.000 €. Decide invertir ese importe en una entidad
financiera a cambio de recibir una renta constante al final de cada afio, durante los 18 afios que le restan hasta
alcanzar su jubilacion. La entidad financiera le ofrece un interés del 3,5% anual.

¢) Si no encontrara ninguna entidad financiera que le ofreciera el interés calculado en el apartado b) y decide trabajar
con el interés del 3,5% que le ofrece la primera entidad, cuantas extracciones anuales de 12,000 euros podria
obtener?
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aa a a a a a

0 1 2 3 4 5 6 n-1 n
A=aXa,._,
120000 = 12000 x (1 +0.035)
0,035
0,35 =1-(14+0,035)"" (14+0,035)™" =0,65
In 1,035 " =1n 0,65 —nXxIn1,035 =1In 0,65
y=_ 00,65 n = 12,5222398 afios
In1,035
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EJERCICIO 1:

El sefior Previsor ha conseguido vender un apartamento por 120.000 €. Decide invertir ese importe en una entidad
financiera a cambio de recibir una renta constante al final de cada afio, durante los 18 afios que le restan hasta
alcanzar su jubilacion. La entidad financiera le ofrece un interés del 3,5% anual.

d) En caso de que se trate de un numero de extracciones no enteras, calcular como y cuando agotaria los 120.000
euros.
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oo} s

a a a a ) )
—t ; , - |
0 1 2 3 4 5 6 P \
-12
120000 # 12000 x 1~ 1 +0:035)
0,035
-12
120000 =12000 x —C -(‘)_ (());)()535 ) + C(1+0,035)712325%

C =6.21537¢€
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EJERCICIO 1:

El sefior Previsor ha conseguido vender un apartamento por 120.000 €. Decide invertir ese importe en una entidad

financiera a cambio de recibir una renta constante al final de cada afio, durante los 18 afios que le restan hasta
alcanzar su jubilacion. La entidad financiera le ofrece un interés del 3,5% anual.

d) Calcule el valor de la extraccion complementaria si se realizara al afio de la Ultima extraccion de 12.000 euros.
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T poe s

12 13

-12
120000 # 12000 x 1~ 1 +0:035)
0,035

—-12
120000 = 12000 x (132’30535) +C(1+0,035)™"

C =6.318,36€
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EJERCICIO 1:

El sefior Previsor ha conseguido vender un apartamento por 120.000 €. Decide invertir ese importe en una entidad

financiera a cambio de recibir una renta constante al final de cada afio, durante los 18 afios que le restan hasta
alcanzar su jubilacion. La entidad financiera le ofrece un interés del 3,5% anual.

e) Calcule el valor de la extraccion complementaria si se realizara junto con la ultima extraccion de 12.000 euros.
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T poe s

a+C
1 2 3

12 13

-12
120000 # 12000 x 1~ 1 +0:035)
0,035

—-12
120000 = 12000 x (132’30535) +C(1+0,035)™"

C=6.104,70€
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EJERCICIO 1:

El sefior Previsor ha conseguido vender un apartamento por 120.000 €. Decide invertir ese importe en una entidad

financiera a cambio de recibir una renta constante al final de cada afio, durante los 18 afios que le restan hasta
alcanzar su jubilacion. La entidad financiera le ofrece un interés del 3,5% anual.

f) Calcule el valor de la extraccién complementaria si la cobrara en el momento inicial.
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120.000
C a a a a a a a
0: —t i f = : : |
1 2 3 4 5 6

12 13

-12
120000 # 12000 x 1~ 1 +0:035)
0,035

—-12
120000 = 12000 x L= +0,035)

0,035

C =4.039,99¢€
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PROBLEMAS DE RENTAS DISCRETAS
Rentas Constantes I

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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EJERCICIO 2:

Queremos comprar una maquinaria para nuestra empresa y consultamos con tres proveedores diferentes. Cada uno
de ellos nos propone una forma de pago diferente. Compare la opciéon mas favorable utilizando un porcentaje de
valoracion del 5%.

a) El proveedor A nos propone financiar la compra en 14 pagos constantes de 5,000 euros, el primero de ellos al final

del primer afo.

Para poder comparar las diferentes opciones de compra debo calcular el valor de cada una de ellas en el mismo
momento, para poder asi compararlas. Es decir, debo calcular el valor actual de cada renta.
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5.000 5.000 5.000 5.000 5.000 5.000

I ' y 1
L T T T T T 1

0 1 2 3 4 13 14
A=axa,_,
1-(l+0,05) ™"
A = 5.000 ( . )
0,05
A =49.493,20 Euros
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EJERCICIO 2:

Queremos comprar una maquinaria para nuestra empresa y consultamos con tres proveedores diferentes. Cada uno
de ellos nos propone una forma de pago diferente. Compare la opciéon mas favorable utilizando un porcentaje de

valoracion del 5%.

b) El proveedor B nos propone un pago inicial del 15,000 euros y siete pagos anuales de 6,500 euros. El primero de
ellos, tres afios después de la compra
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15.000 6.500 6.500 6.500 6.500 6.500 6.500 6.500

I ' y 1 y | | I }
L T T t T T T T T 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 =15 .000 + axa,_ ,x(1+ i)’2

1 - (1+0,05)"
0,05

A4 =15 .000 + 6.500 x(1+ 0,05)°

A =49.114,67 Euros
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EJERCICIO 2:

Queremos comprar una maquinaria para nuestra empresa y consultamos con tres proveedores diferentes. Cada uno
de ellos nos propone una forma de pago diferente. Compare la opciéon mas favorable utilizando un porcentaje de
valoracion del 5%.

c) El proveedor C nos financia la compra de la maquinaria mediante 8 pagos anuales constantes de 7,300 euros, el
primero de ellos al momento de la compra.
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7.300 7.300 7.300 7.300 7.300 7.300 7.300 7.300

I ' y { | L I }
L T T t T T T T 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8

A=axag x(1+1)

1-(1+0,05)°
0,05

A = 7.300 x(1+ 0,05)

A =49.540,53 Euros
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EJERCICIO 3:

El sefior Fortunato ha heredado de su abuelo una finca rustica. Como no sabe nada de campo, decide vender la finca
a una empresa agricola interesada. Si el porcentaje de valoracion es del 3% y los rendimientos de la finca se
estiman en 16.000 euros anuales, calcule el importe que el sefior Fortunato pedira por dicha finca.
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16.000 16.000 16.000 16.000

A =533.333,33 Euros
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EJERCICIO 4:

Plantee la equivalencia que permita calcular el valor actual y final de las siguientes rentas:

R1 R2 R3
r . ) L r L )
a a a 2a 2a 2a 2a 2a 3a 3a
0, , , | . | ' , ; , i
[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

_ -\ -3
—a&*- 2a
1 1 1
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EJERCICIO 4:

Plantee la equivalencia que permita calcular el valor actual y final de las siguientes rentas:

R1 R2 R3
1 |
’ a a a I 2a 2a 2a 2a 2a 3a 3a
} . . . } . f : : : :
P 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |
i
S Sei+ Sp, + 8,
N3 NS N 2
s D =1 Gy e GED 2 gy g, D7 2
i
mE
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EJERCICIO 4:
Plantee la equivalencia que permita calcular el valor actual y final de las siguientes rentas:
R1 R2
r I \ 1
a a a a a a a a a a
f : : - } : } } - - i
0\ 1 2 3 4 E) 6 7 8 9 10/
\ Y
i i
A=A, + 4;,
1—(1+i)° 1—(1+i")"° s
4 = a - . + a - - (1 + 1)
l l
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EJERCICIO 4:

Plantee la equivalencia que permita calcular el valor actual y final de las siguientes rentas:

R1 R2
| L
a a a a a a a a a a
I Il il t 1 I I 1 1 1 }
9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
\f’ \
i i
S =8, +S5;,
(1+i)> -1 s (1+i")° -1
S =a- : (1+i')y + a - -
1 1
HE
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EJERCICIO 4:

Plantee la equivalencia que permita calcular el valor actual y final de las siguientes rentas:

R1 R2 R3 R4
l l L r l 1
' a a a e 2a 2.31 2a 2a 2a 3a 3a
: L 1 1 1 1 I 1 1 1 %
9 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
\f ,
i i
A= Ay + Az, + Agy + Ay,
_ -3 _ N2 . N3 . -2
a=a 2D, WD iy a2 WD gy 3 IZAED T s gy
l 1 l 1
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EJERCICIO 4:

Plantee la equivalencia que permita calcular el valor actual y final de las siguientes rentas:

R1 R2 R3 R4
r | ) L Y L r 1 y
a a a 2a 2a 2a 2a 2a 3a 3a
OI } } t } t } 1 t t }
| 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10]
| |
i

N N2 N3 N2
s=a- T =L it iy e2a LT gy g LEV 2 g g2y 5, Q0T 21
l 1 1 l
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TEORIA DE RENTAS DISCRETAS
Rentas Variables en Progresion
Aritmética (teoria)

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON “P" Y
PRIMER TERMINO "o, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Siendo, ai=a

ai a2 a3 . an1 an az=a+p
| | | | | | as=a+2p
[ I I [ I |
0 1 2 3 n-1 n ak=a+(K-1)p
an=a+(n-1)p

A=a, -+ " +a, -1+ +ay,-(1+)" +...+a, -1+ " +a, -(1+i)”"

A=a-(1+i)) " +(a+p)-(+) > +(@+2p)-(1+0)7 +.. +(a+(n=2)-p)-(1+i)) " +(a+(n-1)p)-(1+i)™

Sin embargo, hasta ahora tnicamente sabemos calcular el valor actualizado de las rentas constantes, por lo
que no sabriamos calcular el valor actual de esta renta al ho ser constante...
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON "P"Y
PRIMER TERMINO "a", ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Por tanto, vamos a desglosar esta renta en una serie de rentas constantes cuyo valor actual si sepa calcular...

a a+p a+t2p e a+(n-2)p a+(n-1)p
0 1 2 3 n-1 n
R1 a a a a a Al =q- anﬁi
0 1 2 3 n-1 n
p P P p 1
R2 Ay =p-a, ;- 1+i)
0 1 2 3 n-1 n
P p P ,
Rs3 Ay =pra,, -(+i)
0 1 2 3 n-1 n
P p
R 0 1 2 3 n-1 n A”‘l =p a"-(n—Z)ﬂi '(1 +i)_(n_2)
P ~\—(n-1)
Rn An = p'an—(n—l)—‘i (l+l)
HEN 0 1 2 3 n-1 n
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON “P" Y
PRIMER TERMINO "o, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

De tal forma que el valor actual de la renta variable en progresion aritmética serd igual a la suma de los
valores actuales de cada una de las rentas constantes en que he descompuesto la primera...

A=A+ A, + A, +..+ A, + A4,

-1 ) N—(n—2 ~—(n—1
A=a-a, ;+p-a, ;- A+i)" +p-a,, -1+ +.+p-a, ., (1+i) (n )+p~an7(n71)ﬁi-(1+z) (n=1)

Sustituyo la férmula an/i por su valor...

A=a-a,, p<M<(l+i)_l +p-M-(l+i)_2 +...+p-w-(l+i)“”'” +p-w-(l+i)_(”_”
1 1 1
Por simplificar, sustituyo (muy importante) (1+i)™" porv v=(~1+i)"
A=a-a, +p- l—vb(”_” V't p- l_vfn_Z) V44 p- 1_‘,(”'—("—2)) VD 4y l_v(n'_(n_l)) i
1 1 1 1
EEE
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON "P"Y
PRIMER TERMINO "a", ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Sacando factor comdn ...

A=a-a,, +£~ [(1 -yt ) v+ (1 -y )-v2 +..+ (1 —v(”’(”’z”)- v 4 (l—v(”’(”’l)))- v(”’”]
i

Multiplicando los paréntesis ...

A=a-a,_, +£ : [(v—v” )+ (v2 —v" )+...+ (v(”’z) —v" )+ (v(”’l) —v" )] oJou
i

A=a-a,, +£ - [(v—v” )+ (v2 —v" )+...+ (v(”'z) —v" )+ (v("_l) —v”)
i

Reordenando....

A=a-a,, +£-[(v+v2 +v7 v +v”)—(v" vV — Y +v")]

1

A=a-a,, +£-[(v+v2+v3 +otvh +v”)—n'v”]
i
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON “P" Y
PRIMER TERMINO "o, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Por otro lado...

vV v LT e = ()T (D) T (D) T e ()T (1) =a,

Por tanto...

A=a-anﬁi+£-[anﬂi—n-v"] siendo  v=(1+i)"
i

Esta férmula traslada el valor de n términos anuales variables en progresion aritmética de razén p a un periodo antes de
efectuar el primer pago, en este caso, el afio 0

Teniendo en cuenta esta interpretacién, podemos aplicar esta férmula a las rentas inmediatas prepagables y a
las diferidas postpagablesy prepagables
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON “P" Y
PRIMER TERMINO “a", ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Respecto al valor final, no vamos a estudiar una segunda férmula, sino que capitalizaremos el valor actual
hasta el momento n para calcular el valor final de esta renta.

Por tanto...
S=A-(1+i)" =[a~a,ﬁ,. + 2o —nv]|-a+iy
l .

S=a-a, (1+i)" +£-[aw. —n~v”](1+i)" =a-s,; +£~[aH. S(1+0)" —n~v"(l+i)”]
i i

p
S=a-s,, +_.'[Snﬁi —n] siendo  v=(1+i)"
l

Esta formula traslada el valor de n términos anuales variables en progresion aritmética de razén p al momento en el que
vence el ultimo término, en este caso, al momento n

Teniendo en cuenta esta interpretacién, podemos aplicar esta férmula a las rentas inmediatas prepagables y a
las diferidas postpagablesy prepagables
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON “P" Y
PRIMER TERMINO "o, ANUAL, DIFERIDA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

A= |:a.an_|i +£‘[an—‘i _n.vn ]:|(1+l)_d siendo V=(1+i)_l
l

S=A-(1+i)™"
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON "P" Y
PRIMER TERMINO “a", ANUAL, INMEDIATA, PREPAGABLE Y TEMPORAL

A= {a'an—‘i +£. [an_‘i —n" ]:|'(1+i) siendo  v=(1+i)"
i
S=A4-(1+0)"
HEE
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON “P" Y
PRIMER TERMINO "o, ANUAL, DIFERIDA, PREPAGABLEY TEMPORAL

A — |:a . an_'i + £ . [an—|i —-n- V" ]:| . (1 + i)_(d_l) siendo V= (l+i)_1
i
S=A4-(1+i) "
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON “P" Y
PRIMER TERMINO "o, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y PERPETUA

a a+p at2p .

0 1 2 3
A, =Lim a-a +£-[a —n~v"] =Lim, _a-a +£~[Lim a, ;—Lim n-v”]
o T n—eo n—i . n—i - n—yeo n=i i n—eo“ n—i n—eo

1—Lim

Limﬂ—)“’ n—i = I_Limn‘).oq (1+i)_n = n_im (1+i)n = 1_.0 =l.

i i i i
Lim,  _n-v"=Lim __ _n-(1+i)" = Lim ==
n—eo n—eo ( ) n—eo (1+l.),, o

oo . - -1
Aplicando el Criterio de Stolz, segtn el clual, si Lim,_,, ZEZ; = - im,_,_, % =Lim,_,, %
n—(n-1) . 1 _ 1 -0
_1] o

n
Lim —_— = Lim _— = le
T (i) T (14D =1+ T A+ (1+4)
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION ARITMETICA, DE RAZON "P" Y
PRIMER TERMINO "a", ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y PERPETUA

Por tanto...
a 1
A =Lim, _a-a,, +£ - [Limn_maH —Lim,_,_n-v" ] =—+ B[— - 0}
i [N
a
A, =—+ 1;
1 1
. a. . p :
Si la renta perpetua es ademds prepagable..... A, = —+ - (1 + l)
1 1
a =
Si la renta perpetua es ademds diferida..... A, = |:— + L;:| -(1+19) ¢
1 1
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TEORIA DE RENTAS DISCRETAS
Rentas Variables en Progresion
Geomeétrica (teoria)

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON " Y
PRIMER TERMINO "o, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Siendo, a =a
a1 az as e an-1 an

612 =a-q

| | | | | | 2

| | | | | | a;=a-q
0 1 2 3 n-1 n k-1

ay=a-q
_ n-1

a,=a-q

A=a, -+ " +a, -1+ +ay,-(1+)" +...+a, -1+ " +a, -(1+i)”"

A=a-(1+) " +a-q-(+) > +a-¢> -1+ +.. +a-¢" > -A+) " +a-¢"" - (1+i)™

Por simplificar, sustituyo (muy importante) (1+i)™" porv v=(1+i)"

A=a-v+a gV +a-¢ vV +..+a-q" V" +a-q" V"
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON "P" Y
PRIMER TERMINO "a", ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Sacando factor comdn...
A=a-v-(1+q-v+q2 VA ATV g 'v”"l)

Se trata de una progresién geométrica, para cuya suma necesitamos conocer los siguientes valores:

Primer Término (PT)

Ultimo Término (UT) Ya que la suma de la progresion geométrica es: ZPG = UTxR-PT

Razén (R) R-1

PT:I n-1 n-1 n n_l

_ _ q -y . q -y _1 PG _ q v
UT — N 1 . Vn 1 PG — — —
q Z gv-1 Z g-v—1
R=qg-v
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON "P" Y
PRIMER TERMINO "o, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Por lo tanto,
n n
A:crvu1 Siempre que qg-v#l q #(1+i)
q-v—1
gvEleg(+) #lo—1 zloq(+i)
(1+0)
Si ocurre lo contrario, es decir, si q-v =] volvemos a la férmula anterior:

A=a-v-(1+q-v+q2 o S A A 'v"_l)

A=av- (141412 4. 417 417 )=g-vn
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON "P" Y
PRIMER TERMINO "a", ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Tenemos, por tanto, dos férmulas distintas para el valor actual de una renta variable en progresién
geométrica

a.v.m Siempre que qg-v#1 q¢(1+i)
A= qg-v—1 '
a-v-n Siempre que qg-v=1 q=~1+17)

Esta formula traslada el valor de n términos anuales variables en progresién geométrica de razon g a un periodo antes de
efectuar el primer pago, en este caso, el afio 0

Teniendo en cuenta esta interpretacidn, podemos aplicar esta férmula a las rentas inmediatas prepagables y a
las diferidas postpagables y prepagables
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON "P" Y
PRIMER TERMINO "o, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

Respecto al valor final, ho vamos a estudiar una segunda férmula, sino que capitalizaremos el valor actual
hasta el momento n para calcular el valor final de esta renta.

Por tanto...
S:A(1+l')" :a.v.w‘(l_l_l‘)n :a‘v‘m
q

V—_l gv—1 siempre que ¢ # (1+1)

S:A.(1+l‘)":a.v.n.(1+l‘)" Siempre que q?'—'(l-l-l)

Esta formula traslada el valor de n términos anuales variables en progresion aritmética de razén p al momento en el que
vence el ultimo término, en este caso, al momento n

Teniendo en cuenta esta interpretacién, podemos aplicar esta férmula a las rentas inmediatas prepagables y a
las diferidas postpagablesy prepagables
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VALORACTON DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON “P" Y
PRIMER TERMINO "a", ANUAL, DIFERIDA, POSTPAGABLE Y TEMPORAL

a_v_qn'vn _1-(l+i)_d Siempre que qg-v+#1 q¢(1+i)

A= qg-v-1 (1+i)
~ Siempre que v=1 qg={+1
a-v-n-(1+i)™ 1
S=A4-(1+i)"
HEE
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON "P" Y
PRIMER TERMINO "a”, ANUAL, INMEDIATA, PREPAGABLE Y TEMPORAL

a.v.qn'vn _1.(1_“-) Siempre que q-v#1 q #(1+0)

A= q-v-1 (1+0)
. Siempre que yv=1 =(1+:
a-v-n-(1+i) empred 9 9
S=4-(1+0i)"
HEE
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VALORACTON DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON “P" Y
PRIMER TERMINO “a", ANUAL, DIFERIDA, PREPAGABLEY TEMPORAL

a.v.M.(lﬂ)—w—n Siempre que gv=l  q#(+i0)
A= g-v-1

a-v-n-(1+iy @ sempreque  g-v=1  g=(1+1)

S=A-(1+i)"

www.clasesuniversitarias.com RENTAS VARIABLES EN PROG. GEOMETRICA

VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON “P" Y
PRIMER TERMINO "a", ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y PERPETUA

a aq aq
0 1 2 3
Lim a_v‘qn“’n -1 Siempre que gv#l g#(1+i)
A, =Limn_)mA e q-v-1
Lim,__a-v-n Siempreque  g-v=1  g=(1+i)
—300
le’%a.v;nnzoi L' n n 1 Li%—)w 1q- n_l
Li’nn_»oa'\)'q Vo gy P Y T, )
q-v—-1 q-v-1 q-v-1
si g-(+i)—Lim L1 =
q (1+5)"
Lim_  ——= n
(1+3)" i g=(+i))—>Li -
Si 4 ( ) Moo (1+l)n
HEE
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON "P" Y
PRIMER TERMINO "o, ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y PERPETUA

Por tanto,
e Siempre que q > (1+0)
Siempre que =(1+i0)
A =Lim__A 7 = 1
__ 4 Siempre que q=<1+17)
1+i—q
Lim, .. - - -
, (1+5)" 0-1 —av (1+7) (1+7) —-a a
Ll]nn_»cza~v- =a-v- = = = — = — = -
q-v-1 gv-1 gv-1 4 _, g—(+) q-(1+i) l1+i—q
(1+§) (I+7)

HEE
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VALORACION DE UNA RENTA VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA, DE RAZON "P" Y
PRIMER TERMINO "a", ANUAL, INMEDIATA, POSTPAGABLE Y PERPETUA

Por tanto...

a
A =— s g=(1+0)
l+i—q

a .

Si la renta perpetua es ademds prepagable.... A = - : (1 + l)
I+i—gq

a ~ed

Si la renta perpetua es ademds diferida..... A, = -(1+4)

- I+i—gq

HEE
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PROBLEMAS DE RENTAS DISCRETAS
Rentas Variables

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

EJERCICIO 1:

Acabo de comenzar mis estudios de Administraciéon de Empresas en la Universidad Pablo de Olavide de Sevillay
necesito ahorrar dinero para pagar un Master en un pais extranjero que cursaré dentro de cuatro afios, cuando

finalice el grado. El coste del Master es de 30,000 euros.
Una entidad financiera me ofrece dos opciones de inversién, ambas a un tipo de interés anual del 3%
Primera: Un pago anual creciente en 500 euros cada afo.

Segunda: Un pago anual creciente acumulativamente en un 4%

a) Qué cantidad debo pagar el primer y ultimo afio en la Primera Opcién?

www.clasesuniversitarias.com RENTAS VARIABLES. PROBLEMAS
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a atp a+t2p a+3p at+dp
: 1' ; \ ) ;
A=laxa, +ZLx@a, . —nxv") (v =(+i)")
I
S =4 -(1+1i)"
1-(1 - 1-(1 -
30000 = [a x (1,03 ) ;20 x ( a4,03) " _ 5x (1,03)77)] x (1,03 )°
0,03 0,03 0,03

a=4.680,14 euros a+4p = 6.680,14 euros
www.clasesuniversitarias.com RENTAS VARIABLES. PROBLEMAS
EJERCICIO 1:

Acabo de comenzar mis estudios de Administraciéon de Empresas en la Universidad Pablo de Olavide de Sevillay
necesito ahorrar dinero para pagar un Master en un pais extranjero que cursaré dentro de cuatro afios, cuando

finalice el grado. El coste del Master es de 30,000 euros.
Una entidad financiera me ofrece dos opciones de inversién, ambas a un tipo de interés anual del 3%
Primera: Un pago anual creciente en 500 euros cada afo.

Segunda: Un pago anual creciente acumulativamente en un 4%

b) Qué cantidad debo pagar el primer y ultimo afio en la Segunda Opcion?

www.clasesuniversitarias.com RENTAS VARIABLES. PROBLEMAS

103



a aq aq’ aq aq*
I ; : | | |
0 1 2 3 4 5
n n
v =1
Comog=1,04y1+i=1,03... A4 = g -V A (v=>00+i)"
q-v-—1

S=4-(1+1i)"

(1,04)° -(1+0,03) —1

30000 =[a-(1+0,03)" x (1,03)°
La - ) (1,04).(1+0,03)—1—1] ( )
a =5.528,41euros aq* = 6.116,50euros
HE
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EJERCICIO 2:

Tras el fallecimiento de mi tio Ruperto, recibimos en herencia mi hermano y yo dos fincas rusticas.

Ambas generan unos beneficios anuales de 15,000 euros el primer afio. Sin embargo se estima que los beneficios de
la primera se incrementen cada afio en 1,500 euros, mientras que en la segunda se incrementaran cada afio de
forma acumulativa en un 2%.

Con qué finca rustica elegirias quedarte?
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a a+ p a+2p a+3p
b 1 + t t 1
0 1 2 3 4 oo
a =15 .000 4 = i+ P
oo . .2

p =1.500 ! l

— o,

P=2,5% 15.000  1.500
A = + -
0,025 0,025
A_ =300 .000 euros
HE
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Finca 2:
a a-q a-q’ a-q’

b 1 + t }

0 1 2 3 4 oo

a =15 .000 : _ a

(I+i=q) A, = :

i=2,5% 15 .000

A, =
1+0,025 -1,02

A_ =300 .000 euros

RENTAS VARIABLES. PROBLEMAS
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TEORIA DE RENTAS DISCRETAS
Rentas Fraccionadas (teoria)

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS CONSTANTES

Una renta fraccionada se caracteriza porque sus términos tienen una periodicidad distinta del afio, ya
sea superior o inferior al afio.

Cuando vamos a calcular el valor actual y el valor final de esta renta la podemos tratar de distintas
maneras, segln sea el tipo de interés dado. En este curso solo estudiaremos estas rentas de la forma
mds sencilla posible que consiste en simplificarlas todas rentas k-esimales.

HEE
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VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS CONSTANTES

La liquidacion de los intereses tiene la misma periodicidad que la de los términos de la renta, es
decir, disponemos del tanto k-esimal, i, .

Su valor actual se calcula de manera similar a la renta anual constante:

1-(+i)™*

Ad=a-a,,; =a

Iy

Su valor final se calcula de manera similar a la renta anual constante:

S=a-s

1+i,)" -1
:a'( +lk.)

nk—i
k lk

www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS

VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS CONSTANTES

Si nos dan un tipo de interés k-esimal para una renta k-esimal...
A =a- ank—d'k S = a ’ S}’lkﬁlk

Si nos dan un tipo de interés anual para una renta k-esimal...

1
N NS . . ; .
A+ =(1+1,) i, =(+0)* -1
Si nos dan un tipo de interés k'-esimal para una renta k-esimal...
LS
. k' _ . k . . k _
HE
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VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS VARIABLES EN PROGRESION ARITMETICA

A. Varian periodo k-esimal a periodo k-esimal en progresion aritmética

a+(nk-3)p at(nk-1)p

a atp at2p a+(k-2)p B a+(nl‘<-2)p
d 1/kl 2/kl 3/kI ki1/k 1I 1/L<I 2/k‘ 3/k| ki1/k zl 1k 2k 3/kl k-1/k nI
_ p [ nk] . . on—1
A=a a4 |a, , —nk-v siendo = (1+iy)
Li
S=A4-(1+i)" =A4-(1+i)"
1]
II www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS

VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS VARIABLES EN PROGRESION ARITMETICA

B. Son constantes periodo k-esimal y varian de afio en afio en progresién aritmética

I I I I I I t | | 4 | )
t t t t t t t t t T 1

a a a a a atpatp atp atp atp at2p a+(n-2)p at(n-1)p at(n-1)p

0 1/k 2k 3k k-1k 1 1/ 2k 3k k-1k 2

n1 1/k 2k 3k k-1k

Como ho sabemos resolver este tipo de rentas, la convertimos en una renta anual, calculando el valor final
de cada renta k-esimal

Si S2 Sh-1 Sh
L | | | | | | , | | | | | | | |
I —t T } — f f } t t } {
0 1k 2k 3Kk k-1k 1 1/k 2k 3k k-1/k 2 n1 1k 2k 3k k-1/k
Siendo, S =a-s,, Sy=a-s,,
S, =(a+p)s,,, Sy=a-s,; DSy,
Sy=(a+2p)-s;, Sy=a-s,, +2p-s,
am S, :(a'*'(n_l)p)'skﬁik S, =acS, +(n_1)p's/ﬁik
II www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS
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VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS VARIABLES EN PROGRESION ARITMETICA

B. Son constantes periodo k-esimal y varian de afio en afio en progresién aritmética

Se parecen en algo las siguientes expresiones?

M =a-s;, S, =a
S2=a‘s,ﬁik+p~s,hik S,=a+p
S3=a~skﬁik+2p~skﬁik S,=a+2p
Sn=a~skﬁik+(n—l)p~skﬁik S, =a+(n-1p

Ambas son rentas variables en progresién aritmética...

La segunda es una RVPA de primer término “a" y factor "p

La primera es una RVPA de primer término a-s,_, y factor p-s; .

www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS

VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS VARIABLES EN PROGRESION ARITMETICA

B. Son constantes periodo k-esimal y varian de afio en afio en progresién aritmética

Por tanto, el valor actual de la segunda serd el valor actual de una renta anual variable en progresién
aritmética “tipo"

A=a-a, +—~[aH —n-v"]

Y el valor actual de la primera seria similar, pero para los valores descritos del primer término a-s,_;
y el factor p- iy

P S
A=a-s,, -a,, +——-la,, —n-v"
—iy. . n—i

n—i
1

Sacando factor comdn, S, quedaria:

- 2| d
A=|a-a,, +i—-aH —n-v s,

1

www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS
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VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS VARIABLES EN PROGRESION ARITMETICA

B. Son constantes periodo k-esimal y varian de afio en afio en progresién aritmética

Por tanto, este tipo de rentas variables de afio en afio y constantes para cada periodo k-esimal se
resuelven en dos partes

1. COMO ST SE TRATARA DE UNA RENTA ANUAL VARTABLE EN PROGRESION ARITMETICA
2. COMO NO ES ANUAL SINO K-ESIMAL, SE CORRIGE

A=a-a, +£-[an,. —n-v”] S, =
— l — k iy
1 2
HE
II www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS

VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS VARIABLES EN PROGRESION GEOMETRICA

A. Varian periodo k-esimal a periodo k-esimal en progresion aritmética

kn-3 kn-2 kn-1
2 3
a aq aq aq aq aq aq
t t - I | |
k-1k 2 1/k 2k 3k k-1/k

L t t t t t t
0 1/k 2k 3k k-1k 1 1/ 2k 3k

nk nk
a.v.w Siempre que q-v#l q¢(1+ik)
A= q-v—1

a-v-nk Siempre que qg-v=l1 q=(1+ik)

S=A4-(1+i)" = A4-(1+i)"

www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS
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VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS VARIABLES EN PROGRESION GEOMETRICA

B. Son constantes periodo k-esimal y varian de afio en afio en progresién geométrica

2
a a a a a aq aq aq aq aq aq

n2 nl o onel n-1 n-1
aq aq aq aq aq

0 1/k 2k 3k k-1k 1 1/ 2k 3k k-1k 2

Como no sabemos resolver este tipo de rentas, la convertimos en una renta anual, calculando el valor final

de cada renta k-esimal

na 1k 2k 3k K1k

Si S2 Sn-1 Sn
—t—t— | Ly TR
0 1k 2k 3k k-1k 1 1/k 2k 3k k-1/k 2 n 1k 2k 3k k-1/k
Siendo, Sy=a-s;, Sy =a-s.,
Szza'q'skﬁ[,( S2:a'skﬁfk'q

2
Sy=a-q sy,

R
S,=a-q S i

www.clasesuniversitarias.com

_ 2
Sy=a-s.; q

n—l1

Sn :a.skﬁik q

RENTAS FRACCIONADAS

VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS VARIABLES EN PROGRESION GEOMETRICA

B. Son constantes periodo k-esimal y varian de afio en afio en progresién geométrica

Se parecen en algo las siguientes expresiones?

S, =a-s.,;

S, =a-S q
S3 =acSey, .qz
Sn :a.skﬁi,‘, .qnil

S, =a
S,=aq
S3:a-q2
S, =a-q""

Ambas son rentas variables en progresion geométrica...

La segunda es una RVPG de primer término "a"

y factor “q

w_u

La primera es una RVPG de primer término a-s,_, y factor "q"

www.clasesuniversitarias.com

RENTAS FRACCIONADAS

111



VALORACION DE RENTAS FRACCTONADAS VARIABLES EN PROGRESION GEOMETRICA

B. Son constantes periodo k-esimal y varian de afio en afio en progresién geométrica

Por tanto, el valor actual de la segunda serd el valor actual de una renta anual variable en progresién
geométrica “tipo"

q"v' -1
a-\)-—q.v_l siempre que qi(l"'l)
A=
S AN Siempre que ¢ =(1+i)

Y el valor actual de la primera seria similar, pero para los valores descritos del primer término  a-s,_,

y el factor "q"
qn.vn_l qn.vn_l
a-ves AV, Siempre que g #(1+i)
q-v—1 q-v—1
A= A=
a'sk—-i,( ven a~v-n-sHk Siempr‘e que q=>1+17)
HE
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VALORACION DE RENTAS FRACCIONADAS VARIABLES EN PROGRESION GEOMETRICA

B. Son constantes periodo k-esimal y varian de afio en afio en progresién geométrica

Por tanto, este tipo de rentas variables de afio en afio y constantes para cada periodo k-esimal se
resuelven en dos partes

1. COMO ST SE TRATARA DE UNA RENTA ANUAL VARTABLE EN PROGRESION GEOMETRICA
2. COMO NO ES ANUAL SINO K-ESIMAL, SE CORRIGE

4= aXVXw S, Siempre que g #(1+10)
qg Xv -1 g
1 2
A=axvXn S, Siempre que  g¢=(1+i)
1 2
HE
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PROBLEMAS DE RENTAS DISCRETAS
Rentas Fraccionadas

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

EJERCICIO 1:

Unos sellos que mi padre me regalé cuando era pequefio, han incrementado su valor enormemente. Tanto es asi que
acabo de venderlos por 25,000 euros. Como empiezo en 4 meses un grado en Administracién de Empresas de
cuatro afios de duracion, he decidido invertir este importe en una entidad que me abonara una cantidad trimestral,
la primera de ellas dentro de cuatro meses.

Calcular la cantidad que cobraré cada vez, si la entidad trabaja con un tipo de interés del 3% efectivo mensual

www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS. PROBLEMAS
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a a a a a a a a

bt
T15 T16

01 2 3 7T T2 T3 T4 T5 T6
4 4 afios

. -1
A = a X a, .-, (1 +i,)

(I+i) =0+1)

1 =
i,=1+i)s —1=1,03% —1=0,00741707

(1+i,)? =01+1i)

1 =
i, = (1+)i2 —1=1,032 —1=0,00246627

www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS. PROBLEMAS

a a a a a a a

———
T15 T16
4 afios

1.2 3 70 T T2 T3 T4 T5

_ -16
1-(1,00741707 ) -(1,00246627 )
0,00741707

25.000 =a

a=1.666,92 euros

www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS. PROBLEMAS
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EJERCICIO 2:

A consecuencia de los impagos producidos, un cliente nos adeuda un importe que asciende a 18.000 euros. Nos

propone para cancelar la deuda, pagar una cantidad trimestral durante cinco afios. Utilizando un tipo de interés
anual del 4% con liquidaciones semestrales.

Calcular el importe del primer pago si:

a) Las cantidades trimestrales se incrementan en 50 euros cada trimestre.

www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS. PROBLEMAS

18.000 a a+tp at+2p a+t3p atdp  at5p at18p atl9p

TO T T2 T3 T4 T5 T6 T19 T20
5 afos
En este problema debo tener en cuenta una serie de factores:
Me dan un tipo de interés J2
La renta es trimestral
. J, 0,04
Primero calculo el interés semestral equivalente al J2 L, = > = 2— = 0,02
A =axa,, , + Z'L-(a,wﬁi4 +n-4-v"Y)
4

Como hemos visto en la formula, necesito calcular el interés trimestral

2

A+ i)= (1+i)" (1+ 0,02 )% —1 = 0,00995049

Ly

www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS. PROBLEMAS
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atdp  at5p at+18p a+19p

18.000 a atp at+2p at3p
TO T1 T2 T3 T4 T5 T6 T19 T20
5 afios

_ -20 _ -20
18.000 = g. L2 (L00995049) % | 50 1-(LO099SO4O)E 1 (oosngg -y
0,00995049 0,00995049 0,00995049

a = 538,43 euros

RENTAS FRACCIONADAS. PROBLEMAS

www.clasesuniversitarias.com

EJERCICIO 2:

A consecuencia de los impagos producidos, un cliente nos adeuda un importe que asciende a 18.000 euros. Nos
propone para cancelar la deuda, pagar una cantidad trimestral durante cinco afios. Utilizando un tipo de interés

anual del 4% con liquidaciones semestrales.
Calcular el importe del primer pago si:

b) Las cantidades se mantienen constantes para cada trimestre se incrementan en 100 euros cada afo.

RENTAS FRACCIONADAS. PROBLEMAS
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a a a a atp atp atp atpat2p at2pat2p at2p at+3p a+4pa+4pa+4p a+dp

0 afo 1 afio 2 afio 3 afio 4 afio 5

En este problema debo tener en cuenta una serie de factores:

Me dan un tipo de interés J2

La renta es trimestral

La renta es constante cada trimestre pero variable de afio en afio en progresién aritmética

Este tipo de rentas variables de afio en afio y constantes para cada periodo k-esimal se resuelven en dos partes
1 COMO SI SE TRATARA DE UNA RENTAANUAL VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA
2 COMO NO ES ANUAL SINO TRIMESTRAL, SE CORRIGE

— p n
A—aXanﬂ.+T-(anﬂ.+n-v ) Sk
1 2
www.clasesuniversitarias.com RENTAS FRACCIONADAS. PROBLEMAS
. N _ . J, 0,04
Primero calculo el interés semestral equivalente al Jz i, = - = T— = 0,02

Como hemos visto en la férmula, necesito calcular tanto el interés trimestral (periodicidad de la renta) como el interés
anual (variabilidad de la renta) equivalentes al tipo de interés semestral

i =(1+0,02)* 1= 0,0404
G+i,.) =a+i)F 2
i, = (1+0,02)% —1=0,00995049

Entonces resolvemos en los dos pasos ya comentados:

Iy

1-(1,0404 )™ 100 (L=(1.,0404 )" s o4 S5y (100995049 )¢ -1

0,04 0,04 0,04 0,00995049

18.000 =a

a = 804,89 euros

www.clasesuniversitarias.com
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PRESTAMOS I:
Préstamos que se amortizan
mediante pago unico de capital
(teoria)

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

PRESTAMOS QUE SE AMORTIZAN MEDIANTE PAGO UNICO DE CAPITAL

Vamos a estudiar dos modalidades de préstamos que se amortizan mediante pago Unico de capital:

1. Préstamo que se amortiza mediante pago Unico de capital e intereses.

2. Préstamo que se amortiza mediante pago Unico de capital y periédico de intereses.

Para ambos tipos de préstamos estudiaremos las siguientes cancelaciones:

- cancelacién total anticipada
- cancelacién parcial anticipada

Y analizaremos la incidencia que el tipo de interés de mercado puede tener en la cuantia necesaria
para dichas cancelaciones anticipadas...
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PRESTAMOS QUE SE AMORTIZAN MEDIANTE PAGO UNICO DE CAPITAL

1. Préstamo que se amortiza mediante pago Unico de capital e intereses.

Dado un préstamo de cuantia C, que debo amortizar en n afios, mediante pago dnico de capital e
intereses, siendo i el tipo de interés pactado, se representa de la siguiente forma:

C-(1+i)"

I T T T 1

0 1 2 n-1 n
Qué cantidad devuelvo en el momento n en concepto de amortizacion de capital? C
Y en concepto de pago de intereses? C-(1+i))"-C
[ N |
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PRESTAMOS QUE SE AMORTIZAN MEDIANTE PAGO UNICO DE CAPITAL

1. Préstamo que se amortiza mediante pago Unico de capital e intereses.

Cancelacién total anticipada.

Dado un momento h, anterior al vencimiento del préstamo (h<n), conociendo el tipo de interés de
mercado i', me puedo plantear cancelar de forma total y anticipada el préstamo.

C-(1+)" Sélo podemos cambiar una situacién por
Situacion [I— | [ otra cuando ambas sean equivalentes
Inicial A 0 1 2 n-1 n
A(n)=B(n)
Xh _—>
Situacid | | | | | | . N — . y(n=h)
e C-(1+i)" = X, -(1+1)
()
HE
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PRESTAMOS QUE SE AMORTIZAN MEDIANTE PAGO UNICO DE CAPITAL

1. Préstamo que se amortiza mediante pago Unico de capital e intereses.

Cancelacién total anticipada.

QUE ocurre si el tipo de interés de mercado es mayor que el tijpo de interés del préstamo? | < {'

El prestatario puede recibir mds intereses por invertir en el mercado que los que se ahorraria por
cancelar el préstamo, por lo que no interesaria cancelarlo.

QUé ocurre si el tipo de interés de mercado es igual que el tipo de interés del préstamo? i=1

) o c-(1+0)"
no_ (n—h) _
C-(1+0)" =X, -(1+i) ’1_(1+i)("*”>
Xh=C-(1+i)"-(1+i)’"*” Xh=C-(1+i)”’”+”
X, =C-(1+i)"
HE
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PRESTAMOS QUE SE AMORTIZAN MEDIANTE PAGO UNICO DE CAPITAL

1. Préstamo que se amortiza mediante pago Unico de capital e intereses.

Cancelacién total anticipada.

El prestamista puede reinvertir la cancelacion en el mercado y obtener la misma rentabilidad que
recibia del préstamo, por lo que nadie pierde, y prestatario podria cancelar pagando el saldo
acumulado.

QUE ocurre si el tipo de interés de mercado es menor que el tipo de interés del préstamo? | > '

El prestamista al reinvertir la cancelacion anticipada en el mercado obtendrd menos rentabilidad de
la que recibia del préstamo, por lo que saldria perdiendo si recibiera Unicamente el saldo acumulado.
Por tanto el prestatario debe compensar al prestamista pagdndole una cantidad superior.

Qué cantidad? La que obtengamos de la ecuacién a la que hemos llegado a través de la equivalencia
genérica...

C-(+i)" =X, -(1+i")"™"
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PRESTAMOS QUE SE AMORTIZAN MEDIANTE PAGO UNICO DE CAPITAL

1. Préstamo que se amortiza mediante pago Unico de capital e intereses.

Cancelacién parcial anticipada.

Dado un momento h, anterior al vencimiento del préstamo (h<n), conociendo el tipo de interés de
mercado i', me puedo plantear cancelar una parte del préstamo.

C-(1+0)"

Sélo podemos cambiar una situacién por
ofra cuando ambas sean equivalentes

Situacion I 1 1 T 1
Inicial A 0 1 2 n1 n
- A(n)=B(n)
F, A,
Situacion | | | | | |

C-(+i)" =P, -A+i")" " + 4,

Alternativa B

()
En este caso, tiene menos relevancia estudiar la relacién entre el tipo de interés de mercado y el tipo
de interés del préstamo
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2. Préstamo que se amortiza mediante pago tnico de capital y abono periédico de intereses.

Dado un préstamo de cuantia C, que debo amortizar en n afios, mediante pago Unico de capital y abono
periédico de intereses, siendo i el tipo de interés pactado, se representa de la siguiente forma:

C.i Cei C.i Ci+C

0 1 2 n-1 n
Qué cantidad devuelvo en el momento n en concepto de amortizacién de capital? C
Y en concepto de pago de intereses? C-i
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PRESTAMOS QUE SE AMORTIZAN MEDIANTE PAGO UNICO DE CAPITAL

2. Préstamo que se amortiza mediante pago Unico de capital y abono periédico de intereses.

Cancelacién total anticipada.

Dado un momento h, anterior al vencimiento del préstamo (h<n), conociendo el tipo de interés de
mercado i', me puedo plantear cancelar de forma total y anticipada el préstamo.

/
¢ % %C'i Ci CitC Sélo podemos cambiar una situacién por
| | |

T

Situacion — — [— ofra cuando ambas sean equivalentes
Inicial A 0 1 2 h h+ n-1 n
A(n)=B(n)
Xy ———
Situacion | | | | | | S _ . -1\ (n—h)
Alternativa B 0' 1' 2' hl nl1 n‘ C-i Syt T C= Xh (1 +1 )
(")
HE
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PRESTAMOS QUE SE AMORTIZAN MEDIANTE PAGO UNICO DE CAPITAL

2. Préstamo que se amortiza mediante pago tnico de capital y abono periédico de intereses.

Cancelacién total anticipada.

QUE ocurre si el tipo de interés de mercado es mayor que el tipo de interés del préstamo? | < {'

El prestatario puede recibir mds intereses por invertir en el mercado que los que se ahorraria por
cancelar el préstamo, por lo que ho interesaria cancelarlo.

QUE ocurre si el tipo de interés de mercado es igual que el tipo de interés del préstamo? i=1

~n—=h _
Cis, ,,+C=X,-(1+)"™" C-i-%+C:X,, A+ P

C-((+)""=D+C=X,-1+)""  C-(+)"™"=C+C=X,-(1+)"™"

C-(+i)y" =X, -(1+)"™" C=X,
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PRESTAMOS QUE SE AMORTIZAN MEDIANTE PAGO UNICO DE CAPITAL

2. Préstamo que se amortiza mediante pago tnico de capital y abono periédico de intereses.

Cancelacién total anticipada.

El prestamista puede reinvertir la cancelacion en el mercado y obtener la misma rentabilidad que

recibia del préstamo, por lo que nadie pierde, y prestatario podria cancelar pagando el saldo en el
momento h, que coincide con el capital.

QUE ocurre si el tipo de interés de mercado es menor que el tipo de interés del préstamo? | > {'

El prestamista al reinvertir la cancelacién anticipada en el mercado obtendrd menos rentabilidad de
la que recibia del préstamo, por lo que saldria perdiendo si recibiera Unicamente el saldo acumulado.
Por tanto el prestatario debe compensar al prestamista pagdndole una cantidad superior.

Qué cantidad? La que obtengamos de la ecuacidn a la que hemos llegado a través de la equivalencia
genérica...

Cis,, +C=X,-1+i)"™"
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2. Préstamo que se amortiza mediante pago tnico de capital y abono periédico de intereses.

Cancelacién parcial anticipada.

Dado un momento h, anterior al vencimiento del préstamo (h<n), conociendo el tipo de interés de
mercado i', me puedo plantear cancelar de forma anticipada una parte del préstamo.

Cii G (%C‘i C-i Ci+C Sélo podemos cambiar una situacién por
Situacion [— | - [ ofra cuando ambas sean equivalentes
Inicial A 0 1 2 h h#1 n1 n
- A(n)=B(n)
P, S S S-i+S
semaas T [T H O R S s S
()
[ N |
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C-((1+)"™" =D+C=P,-(1+)" " +S-(1+i))"" -D)+S C-(1+i))""-C+C=P,-A+)" " +S-(1+i)"" ~S+8§

PRESTAMOS QUE SE AMORTIZAN MEDIANTE PAGO UNICO DE CAPITAL

C-i-s

2. Préstamo que se amortiza mediante pago Unico de capital y abono periédico de intereses.

Cancelacién total anticipada.

QUE ocurre si el tipo de interés de mercado es mayor que el tijpo de interés del préstamo? | < {'

El prestatario puede recibir mds intereses por invertir en el mercado que los que se ahorraria por
cancelar el préstamo, por lo que no interesaria cancelarlo.

QUé ocurre si el tipo de interés de mercado es igual que el tipo de interés del préstamo? i=1

) — ~n=h
! 1

+S C

n—h—i

+C=P,-(1+)" " +Si-s

n—h—i

C-(+)"" =P -(1+)" P +5-(1+i)"" C=P+S
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2. Préstamo que se amortiza mediante pago tnico de capital y abono periédico de intereses.

Cancelacién total anticipada.

El prestamista puede reinvertir la cancelacion parcial en el mercado y obtener la misma rentabilidad
que recibia del préstamo, por lo que nadie pierde, y el saldo pendiente tras la cancelacion parcial
seria la diferencia entre la cuantia del préstamo y el importe cancelado

QUE ocurre si el tipo de interés de mercado es menor que el tipo de interés del préstamo? | > '

El prestamista al reinvertir la cancelacién anticipada parcial en el mercado obtendrd menos
rentabilidad de la que recibia sino existiera la cancelacidn.

Por tanto, la suma entre el importe cancelado y el saldo pendiente serd una cantidad superior a la
cuantia del préstamo.

Qué cantidad? La que obtengamos de la ecuacién a la que hemos llegado a través de la equivalencia
genérica...

Coivypp +C=P,-(141)" " +S iv5,,  +S

n—h—i

www.clasesuniversitarias.com

+S

PRESTAMO PAGO UNICO DE CAPITAL

PRESTAMO PAGO UNICO DE CAPITAL

124



PROBLEMAS DE
Préstamos que se amortizan
mediante pago unico de capital
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EJERCICIO 1:

Un estudiante solicita un préstamo de 30.000 euros para invertirlos en crear su propia empresa. Se compromete a
devolver el nominal junto con los intereses en un solo pago a los 15 afios. El interés pactado asciende al 5%

a) ¢Qué cantidad debe entregar el prestatario al finalizar la operacion?

b) Llegado el final del afio 5, su empresa generara recursos suficientes para cancelar el préstamo en su totalidad. Si
el tipo de interés de mercado fuera del 3,5%, que cantidad deberia abonar para dicha cancelacién?

c) Sien lugar de cancelar el préstamo de forma total, hubiera entregado a cuenta 25.000 euros, ¢ qué cantidad le
quedaria pendiente de abonar al finalizar la operacion?
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EJERCICIO 1:

Un estudiante solicita un préstamo de 30.000 euros para invertirlos en crear su propia empresa. Se compromete a
devolver el nominal junto con los intereses en un solo pago a los 15 afios. El interés pactado asciende al 5%

a) ¢Qué cantidad debe entregar el prestatario al finalizar la operacion?

C-(1+i)"

La cantidad a abonar al finalizar el préstamo seria C-(1+0)", que, para los dato de este problema resultaria:

C-(1+1)" =30.000-(140,05)"°= 62.367,85 Euros
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EJERCICIO 1:

Un estudiante solicita un préstamo de 30.000 euros para invertirlos en crear su propia empresa. Se compromete a
devolver el nominal junto con los intereses en un solo pago a los 15 afios. El interés pactado asciende al 5%

b) Llegado el final del afio 5, su empresa generara recursos suficientes para cancelar el préstamo en su totalidad. Si el
tipo de interés de mercado fuera del 3,5%, que cantidad deberia abonar para dicha cancelacién?

C-(1+0)" So6lo podemos cambiar una situacion por
Situacion [N E— [ otra cuando ambas sean equivalentes
Inicial A 0 1 2 n-1 n
A(n)=B(n)
X, — s
Situacj()n ! ! ! ! ! !
Alternativa B 0 1 2 h n-1 n C (1 +l)f'l — Xh . (1 +l~|)(nfh)
()
mm
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Sustituyendo en la equivalencia los datos del problema, quedaria:

30000-(1,05)"° = X, - (1,035)"5

X, =44.213,74FEuros
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EJERCICIO 1:

Un estudiante solicita un préstamo de 30.000 euros para invertirlos en crear su propia empresa. Se compromete a
devolver el nominal junto con los intereses en un solo pago a los 15 afios. El interés pactado asciende al 5%

c) Sien lugar de cancelar el préstamo de forma total, hubiera entregado a cuenta 25.000 euros, ¢;qué cantidad le
quedaria pendiente de abonar al finalizar la operacion?

C-(1+5)" Solo podemos cambiar una situacion por
Situacion [N E— [ otra cuando ambas sean equivalentes
Inicial A 0 1 2 n-1 n
A(n)=B(n
P A (n)=B(n)
Situacj()n ! ! ! ! ! !
Alternativa B 0 1 2 h n1 n C(1+l)n :1);, '(1+l")<n_h) +An
(@)
| N |
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Sustituyendo en la equivalencia los datos del problema, quedaria:

30000-(1,05)" =25.000-(1,035)"* + 4,

A, =27.102,88Furos
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EJERCICIO 2:

Un estudiante solicita un préstamo de 30.000 euros para invertirlos en crear su propia empresa. Se compromete a

a)
b)

c)

devolver el nominal en un solo pago a los 15 afios y los intereses anualmente. El interés pactado asciende al 5%

¢ Qué cantidad debe entregar el prestatario al finalizar la operacion)

Llegado el final del afio 5, su empresa generara recursos suficientes para cancelar el préstamo en su totalidad. Si
el tipo de interés de mercado fuera del 3,5%, que cantidad deberia abonar para dicha cancelacién?

Si en lugar de cancelar el préstamo de forma total, hubiera entregado a cuenta 25.000 euros, ¢ cual el el saldo
pendiente sobre el que pagaria intereses cada afio y que tendria que devolver al finalizar la operacion?
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EJERCICIO 2:

Un estudiante solicita un préstamo de 30.000 euros para invertirlos en crear su propia empresa. Se compromete a
devolver el nominal en un solo pago a los 15 afios y los intereses anualmente. El interés pactado asciende al 5%

a) ¢Qué cantidad debe entregar el prestatario al finalizar la operacion?

ci C-i ci C-i+C
| | |

0 1 2 n-1 n

La cantidad a abonar al finalizar el préstamo seria (-7 4 (', que, para los dato de este problema resultaria:

C-i+C=30.000-0,05+30.000 =31.500,00Euros
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EJERCICIO 2:

Un estudiante solicita un préstamo de 30.000 euros para invertirlos en crear su propia empresa. Se compromete a
devolver el nominal junto con los intereses en un solo pago a los 15 afios. El interés pactado asciende al 5%

b) Llegado el final del afio 5, su empresa generara recursos suficientes para cancelar el préstamo en su totalidad. Si el
tipo de interés de mercado fuera del 3,5%, que cantidad deberia abonar para dicha cancelacién?

R —
% Cﬁ C% Ci Ci C-i+C Solo podemos cambiar una situaciéon por
Situacioén | | | L | | otra cuando ambas sean equivalentes
Inicial A 0 1 2 h h#1 nd n A(n)=B(n)
Xh EEE———
Situacion | | | | | | 7. — . 1\ (n=h)
Alternativa B Ol 1' 2' hl nl1 n‘ C-i Sn—h—.i'+c Xh (1+1)
()
[ N |
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Sustituyendo en la equivalencia los datos del problema, quedaria:

(1,035)59 —1

30.000-0,05- +30.000 =X, - (1,035)""

b

17.597,09+30.000 = X, - (1,035)""

X, =33.742,47 Euros
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EJERCICIO 2:

Un estudiante solicita un préstamo de 30.000 euros para invertirlos en crear su propia empresa. Se compromete a
devolver el nominal en un solo pago a los 15 afios y los intereses anualmente. El interés pactado asciende al 5%

c) Sienlugar de cancelar el préstamo de forma total, hubiera entregado a cuenta 25.000 euros, ¢ cual el el saldo
pendiente sobre el que pagaria intereses cada afo y que tendria que devolver al finalizar la operacion?

C4 C4 G Ci Cii clitC
I I R

Situacio
|:1;Jc?:|loAn | Sélo podemos cambiar una situacion por
(] 1 2 h h+1 n1 n .
otra cuando ambas sean equivalentes
—_—
Ph S-i S-i S-i+S
Situagién ! ! ! ! | | ! A(n)=B(n)
Alternativa B 0 1 2 h h|1 n-|1 n‘
@)
Y|
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Sélo podemos cambiar una situacién por otra cuando ambas sean equivalentes

. _ . (n_h) .
ciS _, . +C=PF-1+i")Y""+S§-i-S,_, . +S
Sustituyendo en la equivalencia los datos del problema, quedaria:

(1,035)5 —1

30.000-0,05- +30.000=25.000- (1,035)(15’5) +S5-0,05-
0,035 0,035
10
17.597,09+30.000 =35.264,97 + S(0,05 % +1)
0,035
S =7.728,82FEuros
HE
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PRESTAMOS II:
Sistema Francés:
anualidad constante
(teoria)
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SISTEMA DE AMORTIZACION MEDIANTE ANUALIDADES CONSTANTES. SISTEMA FRANCES

Vamos a estudiar en esta ocasién préstamos que se amortizan mediante anualidades constantes.

Dado un préstamo de cuantia C, que debo amortizar en n afios, mediante pago de anualidades
constantes, siendo i el tipo de interés pactado, se representa de la siguiente forma:

La cantidad constante que pagamos cada periodo incluye tanto pago de intereses (Ik) como pago de
amortizacion o devolucién de capital (mk)

Por tanto, paca cada afio: a=m, +1;
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SISTEMA DE AMORTIZACION MEDIANTE ANUALIDADES CONSTANTES. SISTEMA FRANCES

Dentro de este tipo de préstamos vamos a estudiar los siguientes conceptos:

1. Anualidad (a)
C a a a a
|
A

C=a-(1+)"+a-01+) " +..4a-A+) " +a-A+i)™

C g€
C=aa,, = 1-(1+i)™
i
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2. Cuota de amortizacién (mk)

afio 1 a=m +1 a=m; +C-i m=a-C-i
afio 2 a=m,+1, a=m,+(C—-m)-i my=a—(C—m)-i
m,=a-Ci+m,-i m,=m; +m, i m, =m, -(1+17)
afio 3 a=my+1, a=m+(C—m—my)i my=a—(C—m)-i+m,-i
my =m, +m,-i my =m, - (1+1) m, =m, -(1+i)’
_ -\ n—1
afio k m, =m, -(1+i)"" afio n my =m - (1+17)
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SISTEMA DE AMORTIZACION MEDIANTE ANUALIDADES CONSTANTES. SISTEMA FRANCES

3. Total amortizado (Tk)

I, =m +my,+my+..+m,
T, =m +m -(1+i)+m -(1+i) +...+m, -(1+i)*"
T, =m -l +(1+i)+(1+i)’ +...+(1+i)"‘1]

T, =m s,

Se trata de una progresién geométrica, para cuya suma necesitamos conocer los siguientes valores:
Primer Término (PT)

Ultimo Término (UT) Ya que la suma de la progresién geométrica es: ZPG — UTXR-PT

Razén (R) R-1
PT :1 N k=1 . -~k
1+ A+ -1 _d+)" -1 _
UT =(1+i)"" ZPG=( ) .( -1 ZPG-f = Sk
R=(1+1) 1+~
ma
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4. Saldo pendiente de amortizar (Sk)

Por un lado, el capital del préstamo siempre serd igual en cada momento a la suma de lo ya
amortizado mds lo que queda por amortizar, por lo que:

C=T,+S, S,=C-T,  S,=C-m-s,,

Por otro lado, el saldo pendiente de amortizar, en cualquier momento k, serd igual al valor
actualizado de las anualidades pendientes de vencimiento.

a

[ — L | Sk:a'(1+i)_l+a'(1+i)_2+...+a-(1+i)‘(”‘k)

S, =a-a

n—k—i
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SISTEMA DE AMORTIZACION MEDIANTE ANUALIDADES CONSTANTES. SISTEMA FRANCES

5. Cuota de Interés (Ik)

Por un lado, como la anualidad constante cada afio es igual a la suma de la cuota de amortizacién y la
cuota de interés, podria despejar la cuota de interés

a=m,+1, I, =a-m,

Pero normalmente calcularemos la cuota de interés como el saldo pendiente de amortizar del
periodo anterior por el tipo de interés.

]k = Sk—] ‘1 Siendo, Sk—l =a: an—(k—l)—'i
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En resumen, podemos calcular cualquier dato relativo a un préstamo que se amortiza mediante
anualidades constantes, con,las formulas anteriormente definidas. O también puedo redactar el
CUADRO DE AMORTIZACION que recoge toda la informacién relativa a este tipo de préstamo

n a Tk mk Tk Sk
0 — — — C
1 a=-C I s
a,, 159071 m =a=1I L =T,+m, S =8, —m, 5, =C-T,
2 a I, =8-i m,=a—1, T,=T +m, S,=8,-m,
k a Li=Si | my=a-1, |(T,=T, ,+m, | S, =S, ,—m,
n I =S _ _ _
a n = Onl m,=a—1, T, =C S, =0
ma
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SISTEMA DE AMORTIZACION MEDIANTE ANUALIDADES CONSTANTES. SISTEMA FRANCES

Carencia Pura

Si existe un periodo de tiempo durante el cual no se realiza pago alguno ni de amortizacion o
devolucidn de capital ni de intereses, hablamos de Carencia Pura.

La carencia pura tiene dos caracteristicas:
1. No se paga absolutamente nada, ni capital ni intereses.
2. A consecuencia de lo anterior, el saldo se incrementa en la cuantia de los intereses que no se

pagan
casd ., . e
[ — N — —
0 1 2 d1 d d+1  d+2 d+n-1 d+n
) _C-(1+i)!
C-(1+i)"=a-a,, L
n—i
ma
I I www.clasesuniversitarias.com SISTEMA FRANCES
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Carencia Pura

h a Tk mk Tk Sk
0 — — — — c
1 — — — — C-(1+i0)
2 — — — — C-(1+i)?
d — — — — C-(1+i)*

d
del |o= S Dy o4 i mo=an, T =T, +m | S =C-(+i)—m,
a

n—i

d+2 a I, =8-i m,=a—1, T,=T +m, S,=8,—-m,
d+n a I1,=S8,,i m,=a-1, T,,=C'(1+i)d S, =0
ma
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SISTEMA DE AMORTIZACION MEDIANTE ANUALIDADES CONSTANTES. SISTEMA FRANCES

Carencia Mixta

Si existe un periodo de tiempo durante el cual no se realiza pago alguno de amortizacién o devolucién
de capital, pero si de intereses, hablamos de Carencia Mixta.

La carencia mixta tiene dos caracteristicas:

1. No se amortiza capital, pero si se pagan intereses.
2. A consecuencia de lo anterior, el saldo permanece constante

[c] c a oo, o, ..
L

- N Y B T

0 1 2 d1 d d+1 d+2 d+n-1 d#n
e
C = a : an—\l a -
an—\i
ma
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Carencia Pura

n a Tk mk Tk Sk

0 —_— —_— —_— C

1 —_— C-i — — C

2 — C-i — c

d — C-i — c

C _ .
d+1 a=—o I =C-i m =a-1, T, =T,+m, S, =C—-m,
anﬁi

d+2 a I, =8-i m,=a—1, T,=T +m, S,=8,—-m,

d+n a L=8 1 | m=a-1, T,=C S, =0
ma
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PROBLEMAS
Préstamos que se amortizan
mediante anualidad constante

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

EJERCICIO 1:

Una empresa solicita un préstamo de 50.000 euros para la compra de una maquinaria. Se compromete a devolver el
nominal mas los intereses mediante anualidades constantes, en 10 afios, y con un interés del 5%

Calcule la fila sexta del cuadro de amortizacion del préstamo (correspondiente al quinto afio de amortizacion)

afio | Anualidad | C. Interés | C. Amortizacion ‘ Total Amortizado | Saldo Pendiente ‘
‘ 5 a ’ Is ms Ts Ss
EEN
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afio | Anualidad | C. Interés | C. Amortizacion ‘ Total Amortizado ‘ Saldo Pendiente ‘

a ’ Is ms Ts Ss

Anualidad 50 000
a = ¢ a = - +’0 057" a = 6.475 ,23 Euros

anﬁi - )

0,05

Cuota de Interés

I, =8, i I, =32 .866 ,27 -0,05 =1.643 ,31 Euros
-6
Sp=a-ag 4., Sy =a-an 400 S, =6.475 ,23-ﬂ=32.866 ,27
| N |
II www.clasesuniversitarias.com SISTEMA FRANCES. PROBLEMAS
afio | Anualidad | C. Interés | C. Amortizacion ‘ Total Amortizado ‘ Saldo Pendiente ‘
‘ 5 a ‘ Is ms Ts Ss

Cuota de amortizacion

m,=a-1, ms;=a-1;=06.475,23 —1.643 ,31 m, = 4.831 ,92 Euros

Total amortizado

.\ 5 _ 5
T, =m, s, T, =m, M T, =3.975,23 ~m= 21.965 ,65 Euros
i 0,05
m, =a—1, m,=a—-0C-i m, = 6.475,23 —50.000 -0,05 =3.975,23
HE
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‘ afio | Anualidad | C. Interés | C. Amortizacion ‘ Total Amortizado ‘ Saldo Pendiente ‘

a ’ Is ms Ts Ss

Saldo pendiente de amortizar

C=T7T,+S, S,=C-T,=50.000 —21.965,65 S, =28.034 ,35 Euros

‘ afo | Anualidad | C. Interés | C. Amortizacién ‘ Total Amortizado ‘ Saldo Pendiente ‘
‘ 5 6.475,23 ’ 1.643,31 4.831,92 21.965,65 28.034,35
mm
I I www.clasesuniversitarias.com SISTEMA FRANCES. PROBLEMAS
EJERCICIO 2:

Un préstamo se amortiza segun el siguiente esquema:

- Durante los primeros dos afios no se realiza ninguin pago

- Anpartir del tercer afo, tres anualidades constantes de cuantia a
- Después tres anualidades de cuantia ‘2a

- Por ultimo, cuatro anualidades de cuantia ‘32

a) Plantear la ecuacion financiera que permitiria calcular la cuantia del préstamo.

a a a 2a 2a 2a 3a 3a 3a 3a
0: : : | : : : : : | | : |
2 o3 4 5 6 7 8 9 10 1112
HE
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3a 3a 3a
0: : — : : : : : | : : ;
T2 4 5 6 7 8 9 10 M 12
Equivalencia en el momento 0
1-(1+i)~ 1-(1+i)~ 1—(1+i)™"
C=a .#.(1”)-2 +2a ~#~(1+i)‘5 +3a ~#~(1+i)"8
1 1
Equivalencia en el momento 2
1-(1+i)~ 1-(1+i6)~ 1—(1+i)™"
C (1+l)2 =a '#4’ 2a ¥(1+Z)_3 +3a #(lﬂ' i)_6
l l
m
II www.clasesuniversitarias.com SISTEMA FRANCES. PROBLEMAS
EJERCICIO 2:

Un préstamo se amortiza segun el siguiente esquema:

- Durante los primeros dos afios no se realiza ningun pago

- Anpartir del tercer afo, tres anualidades constantes de cuantia a
- Después tres anualidades de cuantia ‘2a

- Por ultimo, cuatro anualidades de cuantia ‘32

b) Si la entidad financiera trabaja con un interés del 4% y el importe del préstamo asciende a 50,000 euros, calcule el
importe de la primera anualidad (afio 3) y la ultima (afio 12)

www.clasesuniversitarias.com SISTEMA FRANCES. PROBLEMAS
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a a a 2a 2a 2a 3a 3a 3a 3a
OI f f f T T
T2 4 5 6 7 8 9 10 M 12
_ N -3 _ N\ -3 _ N\ —4
C -(1+i)2 =a .%4_ 2a &(1 +i)7 +3a .&.(1... i)°
i i i
— -3 _ -3 _ —4
50.000 -(1,04)* = a-1 (1,04) +2a~1 (1,04) ~(1,04)'3+3a~ﬂ-(1,04)'6
0,04 0,04 0,04
— -3 _ -3 _ 4
50.000 -(1,04)% = a(1 (1,04) +2~1 (1,04) -(1,04)'3+3-ﬂ~(1,04)'6)
0,04 0,04 0,04
HE
I I www.clasesuniversitarias.com SISTEMA FRANCES. PROBLEMAS
C+i)
‘ a a 2a 2a 2a 3a 3a 3a 3a
OI | : f [ [ ;
T2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
- -3 _ -3 _ -4
50.000 -(1,04)% = a(1 (1,04) +2~1 (1,04) ~(1,04)’3+3~ﬂ~(1,04)’6)
0,04 0,04 0,04
54.080 = a-(2,77509 + 4,93409 + 8,606277 )
a = 3.314 ,65 Euros
3a = 9.943 ,94 Euros
HE
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PRESTAMOS Iii:
Sistema Uniforme:
Cuota de amortizacion constante
(teoria)

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES. SISTEMA UNIFORME

Vamos a estudiar en esta ocasidn préstamos que se amortizan mediante cuotas constantes de
amortizacion.

Dado un préstamo de cuantia C, que debo amortizar en n afios, mediante cuotas constantes de
amortizacion, siendo i el tipo de interés pactado, se representa de la siguiente forma:

I 1 1 T |
0 1 2 n-1 n

La cantidad que es constante no es la anualidad sino lo cuota de amortizacién

mo=m,=my=..=m, , =m, =m

n-1 n

La anualidad que pagamos cada periodo incluye tanto pago de intereses (Ik) como el pago de
amortizacién o devolucién de capital constante (m)

Por tanto, para cada afio: a,=m+1,

www.clasesuniversitarias.com SISTEMA UNIFORME
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AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES. SISTEMA UNIFORME

Dentro de este tipo de préstamos vamos a estudiar los siguientes conceptos:

1. Cuota de amortizacion (m)

m m
|
I

T

0 1 2

iz
3

C=m+m+..+m+m=n-m

www.clasesuniversitarias.com SISTEMA UNIFORME

AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES. SISTEMA UNIFORME

2. Total amortizado (Tk)

I, =m+m+m+..+m

3. Saldo pendiente de amortizar (Sk)
El capital del préstamo siempre serd igual en cada momento a la suma de lo ya amortizado mds lo

que queda por amortizar, por lo que:

S, =C-T, S, =n-m—k-m

C=T,+§,

S, =(n-k)-m

www.clasesuniversitarias.com SISTEMA UNIFORME
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AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES. SISTEMA UNIFORME

4. Cuota de Interés (Ik)

Definimos la cuota de interés como el saldo pendiente de amortizar del periodo anterior por el tipo

de interés.

5. Anualidad (ak)

Siendo, S; , =(n—(k—1))-m

La anualidad vendrd determinada para cada periodo como la suma de la cuota de amortizacion con la

cuota de interés de ese mismo periodo.

www.clasesuniversitarias.com

a, =m+1,

SISTEMA UNIFORME

AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES. SISTEMA UNIFORME

En resumen, podemos calcular cualquier dato relativo a un préstamo que se amortiza mediante
anualidades constantes, con,las formulas anteriormente definidas. O también puedo redactar el
CUADRO DE AMORTIZACION que recoge toda la informacién relativa a este tipo de préstamo

www.clasesuniversitarias.com

n a Ik mk Tk Sk

0 — — —_— —_— C

1 a=I+m I =8,-i m_g T, =Ty +m S, =8,—m S =C-T
" 1= 4o 1 =90 =C-T,

- a=1,+m I,=S8 i m T,=T+m S, =8 -m

k a=1,+m Ly =80 m T,=T,_,+m | S, =8,_,—-m

N a=ram | 1,=S. m I,=C 5, =0

SISTEMA UNIFORME
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AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES, SISTEMA UNIFORME

Carencia Pura

Si existe un periodo de tiempo durante el cual no se realiza pago alguno ni de amortizacion o
devolucidn de capital ni de intereses, hablamos de Carencia Pura.

La carencia pura tiene dos caracteristicas:
1. No se paga absolutamente nada, ni capital ni intereses.
2. A consecuencia de lo anterior, el saldo se incrementa en la cuantia de los intereses que no se

pagan
C(1+1) al a2 an-1 an
[ — N — —
0 1 2 d1 d d+1  d+2 d+n-1 d+n
. C-(1+0)°?
C-(+i) =n-m mz(—)
n
HE
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Carencia Pura

h a Tk mk Tk Sk
0 — — — — c
1 — — — — C-(1+7)
2 — — — — C-(1+i)?
d — — — — C-(1+i)*

, (140!
d*l | a=1+m I =C-(+i) i = C DT T,=T,+m | S =C-(1+i)"—m

d+2 a=1,+m I, =8 -i m T,=T,+m S,=8,-m
d+n a=1I,+m 1,=S, i m T,=C-(1+i)* S,=0
ma
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AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES, SISTEMA UNIFORME

Carencia Mixta

Si existe un periodo de tiempo durante el cual no se realiza pago alguno de amortizacién o devolucién
de capital, pero si de intereses, hablamos de Carencia Mixta.

La carencia mixta tiene dos caracteristicas:

1. No se amortiza capital, pero si se pagan intereses.
2. A consecuencia de lo anterior, el saldo permanece constante

¢ Ci G od,ow
L

an-1 an
| | B | | | !
0 1 2 d1 d d+1  d+2 d+n-1 d+n
C
C=n-m m=—
n
HE
I I www.clasesuniversitarias.com SISTEMA UNIFORME
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Carencia Pura

n a Tk mk Tk Sk

0 — c

1 — C-i — — c

2 — C-i — c

d — C-i c

d*l | a=1+m I =Ci m:% T,=Ty+m S, =C-m
d+2 | a=L,+m 1,=S8-i m T,=T +m S,=S8,-m
den | @=L, +m | 1, =S, m T,=C S, =0
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AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES. SISTEMA UNIFORME

Relacién entre las anualidades que amortizan un préstamo mediante cuotas de amortizacion constante

Vamos a buscar alguna recurrencia entre las anualidades, a partir de la representacion del sistema

uniforme:
al a2 an-1 an
. — ! |
0 1 2 n-1 n
El afio 1: a, =m+1, a,=m+C-i
El afio 2: a,=m+1, a,=m+(C—-m)-i ay,=m+C-i—m-i a,=a,—m-i
El afio 3: ay,=m+1, a;=m+(C-2m)-i ay=m+C-i=2-m-i a;=a,—2m-i
El afio k: a, =m+1, a, =m+(C—(k—=Dm)-i a,=m+C-i—(k=1)-m-i
a, =a,—(k=1)ym-i
mm
I I www.clasesuniversitarias.com SISTEMA UNIFORME

AMORTIZACION MEDIANTE CUOTAS DE AMORTIZACION CONSTANTES. SISTEMA UNIFORME

Por tanto, las anualidades que amortizan un sistema uniforme, representan una renta variable en
progresién aritmética, con los siguientes datos:

Primer término a,

Razén —m-i
Podemos aplicar, por tanto, la férmula de valor actual de una renta variable en progresién aritmética;

A=a-anﬂi+£-[anﬂi—n~v”] siendo  v=(1+i)"
i

Para los datos indicados de primer término y razén:

m-i p ) o
T4, —nVv siendo  v=(1+1i)

n—i
1

A=a,-a
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PROBLEMAS
Préstamos que se amortizan
mediante cuotas de amortizacién
constante

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

EJERCICIO 1:

Una empresa solicita un préstamo de 50.000 euros para la compra de una maquinaria. Se compromete a devolver el
préstamo mediante cuotas de amortizacién constantes, en 10 afios, y con un interés del 5%

Calcule la fila sexta del cuadro de amortizacion del préstamo (correspondiente al quinto afio de amortizacion)

afio | Anualidad | C. Interés | C. Amortizacion ‘ Total Amortizado | Saldo Pendiente ‘
‘ 5 ak ’ Is m Ts Ss
EEN
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afio | Anualidad | C. Interés | C. Amortizacion ‘ Total Amortizado ‘ Saldo Pendiente ‘

as ’ Is m Ts Ss

Cuota de Amortizacéon

m= < m = 20000 m = 5.000 Euros
n 10
Total Amortizado
T, =m -k Ty =5-5.000 = 25 .000 Euros

Saldo pendiente de amortizar

S,=C-T, S, =n-m—-k-m=(n-k)-m S;=5-5.000 =25.000 Euros

www.clasesuniversitarias.com SISTEMA UNIFORME. PROBLEMAS
afio | Anualidad | C. Interés | C. Amortizacion ‘ Total Amortizado ‘ Saldo Pendiente ‘
‘ 5 a ‘ Is ms Ts Ss

Cuota de Interés

I, =8, ,-i S,=(0-4)-m =6-5.000 = 30 .000
I5 =30 .000 -0,05 I, =1.500 Euros
Anualidad
a, =m+ [, as; =5.000 +1.500 as; = 6.500 Euros
afio | Anualidad | C. Interés | C. Amortizacién ‘ Total Amortizado ‘ Saldo Pendiente ‘
‘ 5 6.500 ’ 1.500 5.000 25.000 25.000
mnm
II www.clasesuniversitarias.com SISTEMA UNIFORME. PROBLEMAS
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EJERCICIO 2:

Un préstamo que se amortiza mediante el sistema uniforme, presenta las siguientes caracteristicas:

Durante los primeros dos afios no se realiza ningun pago

A partir del tercer afio, tres cuotas de amortizacion de cuantia m
Después tres cuotas de amortizacion de cuantia 2m

Por ultimo, cuatro cuotas de amortizacion de cuantia 3m

a) Plantear la ecuacion financiera que permitiria calcular la cuantia del préstamo.

SISTEMA UNIFORME. PROBLEMAS

2m 2m 2m 3m 3m 3m 3Im
| : : i | : : : : | | | ;
0 1, 4 5 6 7
3 8 9 10 1 12
HE
I I www.clasesuniversitarias.com
C+i)
m m m 2m 2m 2m 3m 3m 3m Im
| : : i | : : : : | I : ;
o0 1, 4 5 6 7
3 8 9 10 1 12

C-(I+i) =m+m+m+2m+2m+2m+3m+3m+3m+3m

C-(1+i)=21-m

www.clasesuniversitarias.com
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EJERCICIO 2:

Un préstamo que se amortiza mediante el sistema uniforme, presenta las siguientes caracteristicas:
- Durante los primeros dos afios no se realiza ningun pago

A partir del tercer afio, tres cuotas de amortizacion de cuantia m
Después tres cuotas de amortizacion de cuantia 2m
Por ultimo, cuatro cuotas de amortizacion de cuantia 3m

b) Si la entidad financiera trabaja con un interés del 4% y el importe del préstamo asciende a 50,000 euros, calcule el
importe de la primera cuota de amortizacion (afio 3) y la tltima cuota de amortizacion (afio 12)

www.clasesuniversitarias.com SISTEMA UNIFORME. PROBLEMAS

3m 3m 3m 3m

C-(1+i)>=21m

50.000 -(1,04)% = 21 -m

54 .080
m=-——-

m = 2.575 ,24 Euros
21

3-m = 7.725,71 Euros
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EJERCICIO 2:

Un préstamo que se amortiza mediante el sistema uniforme, presenta las siguientes caracteristicas:
- Durante los primeros dos afios no se realiza ningun pago

A partir del tercer afio, tres cuotas de amortizacion de cuantia m
Después tres cuotas de amortizacion de cuantia 2m
Por ultimo, cuatro cuotas de amortizacion de cuantia 3m

c) Con los datos del apartado b) calcular la anualidad correspondiente al octavo afo.

www.clasesuniversitarias.com SISTEMA UNIFORME. PROBLEMAS

m m m 2m 2m 2m Im 3m 3m Im
I : : : : : | | : |
T2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
ag,=1,+2m
Ls =S 1 Suw7 =2m+3m+3m+3m+3m wior =14 -m
I, «=14-2.575,24-0,04 I,..¢=1.442 13

ag=1I,+2m  a,=1.442 13 +2-2.575 24

ag = 6.592 ,61 Euros

www.clasesuniversitarias.com SISTEMA UNIFORME. PROBLEMAS
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EJERCICIOS REPASO |

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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EJERCICIO I

Un inversor se plantea realizar varias operaciones de las que desea obtener la mdxima rentabilidad. Responda a
las cuestiones planteadas en cada caso.

a) Una primera operacidh consiste en la contratacidn de un fondo durante 7 afios donde realiza tres aportaciones
de cuantias 1.000 euros, 2.500 euros y 3.000 euros con vencimientos respectivos a 6 meses, 4 afios y 22
trimestres desde el momento de la contratacidn. Si el fondo ofrece un tipo de interés anual simple del 3% los
tres primeros afios, y un tanto mensual simple del 1,2% los restantes, determine el valor del montante
obtenido.

Si la operacidn se valorara con tantos de interés compuesto, ¢cambiaria el valor del montante? En caso afirmativo,
¢Qué explica la diferencia? Razone su respuesta.
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1.000 2.500 3.000

6 meses 3 afos 4 afios 22 trimestres 7 afios
\ 0,5 afios | 5,5 afios |
i=3% i2=1,2%

LFCS C,.Co(1+ni) = Cn1+Cnz + Cn3

€,.1.000 * (1 M (1+4*12*0,012)

LFCS con distintos tipos de interés
Cy=Co+I+I'=1000+1000*25*0,03+1000*4*12*0,012 =1.651 Euros
I=Co*n*i

Cn,=2.500 * (1+ 3 * 12 * 0,012) = 3.580 Euros

Cny=3.000 * (1+1,5* 12 * 0,012) = 3.648 Euros
Cn=1.651 + 3.580 + 3.648 = 8.879 Euros

www.clasesuniversitarias.com EJERCICIOS DE REPASO

EJERCICIO I

b) En segundo lugar, adquiere Letras del Tesoro a 12 meses en subasta a precio minimo a través de una entidad
financiera que percibe unas comisiones de suscripcidn del 0,2%, de compra del 0,3% y de amortizacién y venta del
0,4%. Si mantiene la letra hasta su amortizacién, obtendria una rentabilidad efectiva del 3,5%

Determine el precio que pagé en subasta.

Si la cotizacién media de la misma fue del 3,8%, ¢cudl fue el precio medio fijado en la subasta?

www.clasesuniversitarias.com EJERCICIOS DE REPASO
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Para poder calcular la rentabilidad efectiva que el enunciado valora en el 3%, debo plantear una equivalencia entre
lo que pago, y lo que recibo

Qué pago? El precio minimo (PMa) mds la comisidn de suscripcion (0,2% sobre 1.000), por lo que pago Pma +2
euros.
Cudndo lo pago? En el momento O

Qué recibo? Como espero a su amortizacién, recibiré su importe nominal, 1.000 euros, menos la comisién de
amortizacién, ( 0,4% sobre 1.000), en total 996 euros
Cudndo lo recibo? En el momento 364 dias

Por tato, la ecuacién quedaria:

PMa + 2 1,000 - 4
t 1
0 364 dias
(PMa + 2)x (1 + x 0,035 ) =1.000 - 4 PMa = 960,41 Euros
HE
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Para calcular el PMe parto del ime que me facilita el enunciado, mediante la ecuacion:

PMe x (1 + igg x 0,038 ) = 1.000 PMe = 963,00 Euros
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EJERCICIO 1

¢) Pasados 100 dias desde la adquisicién de Letras del Tesoro decide vender uno de los titulos, cuando la
cotizacién del mercado era del 98,756 %. (Qué rentabilidad efectiva obtendria en dicha operacién?

Y el segundo tenedor de la letra si actla a través de la misma entidad financiera y mantiene el titulo hasta su
amortizacion?

Asimismo presenta al descuento dos efectos comerciales de igual cuantia nominal con vencimientos respectivos a
60 y 90 dias.

Con la cantidad efectiva obtenida en esta operacién y el precio recibido en la venta de la letra liquida una deuda
de 10,000 euros que tenia pendiente.

Si en la operacién de descuento la entidad financiera aplica un tanto de descuento del 3% anual y una comisidén de
cobranza del 0,4%, ¢a cudnto ascendia el hominal de los efectos descontados?

www.clasesuniversitarias.com EJERCICIOS DE REPASO

Para poder calcular la rentabilidad efectiva si el primer tenedor de la letra la vende pasados 100 dias de la
suscripcion, debo plantear una equivalencia entre lo que pago, y lo que recibo

Qué pago? El precio minimo (Pma) mds la comisién de suscripcién (0,2% sobre 1.000), por lo que pago 960,41+2,
962,41 euros.

Cudndo lo pago? En el momento O

Qué recibo? Como vendo en el mercado secundario, recibiré el precio de la cotizacién, un 98,756 % sobre 1,000,
menos la comision de amortizaciény venta, ( 0,4% sobre 1.000), en total 983,56 euros
Cudndo lo recibo? En el momento 100 dias

Por tato, la ecuacién quedaria:

962,41 983,56
! |
0 100 dias
100 . .
962 ,41 x (1 + X i) = 983 ,56 i=8,02%
365
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Para poder calcular la rentabilidad efectiva si el segundo tenedor de la letra la compra pasados 100 dias de la
suscripcidn y la mantengo hasta su amortizacién debo plantear una equivalencia entre lo que pago, y lo que recibo

Qué pago? El precio de cotizacidn, 987,56 euros mds la comisidn de compra (0,3% sobre 1.000), por lo que pago
987,56+3, 990,56 euros.

Cudndo lo pago? En el momento 100

Qué recibo? Como espero a su amortizacién, recibiré su importe nominal, 1.000 euros, menos la comisién de
amortizacién, ( 0,4% sobre 1.000), en total 996 euros.

Cudndo lo recibo? En el momento 364 dias

Por tato, la ecuacién quedaria:

990,56 996
t 1
100 dias 364dias
990 ,56 x (1 + 364 - 100 ) i) = 996 i=0,76 %
365
HE
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Cancela una deuda de 10.000 euros con el valor descontado de las dos letras E mds la cantidad recibida por la
venta de la Letra del Tesoro 983,56 euros, por lo que la cantidad E asciende a 9.016,54

La operacién de descuento se representa del siguiente modo:

C C
f T 1
0 60 dias 90 dias
E = N x|1- xd |- N X g
360

60

9.016 ,5%4 = C x|1—- %0
360

x 0,03 - C x 0,004 +C x|1-
360

x 0,03 )— C x 0,004

C = 4.554,96 Euros
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EJERCICIO 1

d) Finalmente, el inversor decide liquidar una deuda pendiente. En concreto, el inversor debe unos capitales de
cuantias C, 30.000 € y 2C, con vencimientos a 5, 9 y 15 meses.

Para su liquidacién el inversor plantea al acreedor realizar una operacién de vencimiento medio valorada a un 6%
de descuento trimestral simple.

Determine el valor del vencimiento medio

En el vencimiento medio se cumple que el capital dnico es igual a la suma de cada capital individual. Por lo tanto, el
capital Unico por el vencimiento medio es igual que la suma de cada capital individual por su respectivo
vencimiento, por lo que

(C + 30 .000 +2C)xt=0C x5+ 30 .000 x9+ 2C x15

C x5+ 30 .000 x99+ 2C x15
(C + 30 .000 + 2C)
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EJERCICIO 2:

Responda razonadamente a las cuestiones planteadas en cada una de las siguientes operaciones financieras

a) Una entidad financiera ofrece depdsitos a la vista por un importe minimo de 30.000 euros abonando un 3% de
interés anual liquidable cuatrimestralmente, con una comisién de apertura del 0,1% y una comisién de gestidn
que se abona al finalizar el depésito del 0,5% del capital invertido

¢Cudl es la TAE del depésito?

Un cliente decide contratar el producto realizando un depdsito de 45.000 euros durante 8 afios.

Determine el valor del montante obtenido si la entidad financiera pasé a abonar el 3% de interés anual de forma

semestral pasados tres afios de la contratacién del depdsito.

¢Cudl es el tanto efectivo obtenido por el inversor en la operacién?
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Como se trata de una operacién con vencimiento abierto, cuando nos piden la TAE del depésito, no tenemos en
cuenta las comisiones.

Por tanto, para calcular la TAE bastaria con calcular el tipo de interés anual equivalente al tipo de interés que nos
facilita el enunciado del problema.

Un tipo de interés anual liquidable cuatrimestralmente hace referencia a una J, en este caso, J3
A partir de este dato, calculamos el interés k-esimal equivalente, en este caso, i3, mediante la equivalencia:

iy = = ———= 0,01

Y ahora calculariamos el interés anual equivalente, mediante la equivalencia:

G+i)=(0+i)H)F i=(1+0,00)° —1= 0,030301

Por tanto, la TAE seria igual a un 3,03%
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El cliente deposita 48.000 euros sobre los que se aplica una comisién de apertura del 0,1%, es decir, 48 euros
(48,000 x 0,001). Por tanto, la cantidad que va a generar es intereses serd 47.952 euros (48.000 - 48)

47.952 Cn
| f }
0 3 afios 8 afios
| I I
J3=3% J2=3%
J 0,03
o= Lo B0 gy o= L2 00 g s
3 3 2 2

Y ahora calculariamos el montante:

C, = 47952 x (1+ 0,01 )*x @+ 0,015 )*? C, = 60 .863 ,86

n n

No obstante, el cliente no recibiria ese importe, ya que, ademds, le cobrarian al retirar el montante una comisién
de gestién del 0,5% de capital invertido, es decir, 240 euros (48.000 x 0,005).
Por tanto, le quedaria un importe igual a 60.623,86 euros

II www.clasesuniversitarias.com EJERCICIOS DE REPASO

160



Para poder calcular el tfanto efectivo obtenido por el inversor hay que plantear una equivalencia entre la cantidad
que se invierte y la que se recibe.

Qué se invierte? El importe total invertido asciende a 48.000 euros.
Cudndo se invierte? En el momento O

Qué recibo? La cantidad de 60.623,86 euros
Cudndo lo recibo? En el momento 8 afios

Por tato, la ecuacién quedaria:

48.000 60.623,86
t -1
0 8
48000 x (1 + i)' = 60623 .86 i =2,96%
HE
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EJERCICIO 2:

Responda razonadamente a las cuestiones planteadas en cada una de las siguientes operaciones financieras

b) El Sr. Colomer contrata un fondo donde realiza aportaciones durante 16 afios, ingresando C euros al inicio de la
operaciény A euros al finalizar el quinto afio. La entidad financiera que gestiona el fondo ofrece un 6% anual con
liquidaciones mensuales los dos primeros afios, un 2% efectivo semestral los cuatro afios siguientes, un 8% anual
liquidable cada bienio durante los seis siguientes y un 9% cuatrimestral efectivo los restantes.

¢Cudl es el montante obtenido al finalizar la operacion?
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0 2 afos 5 afios 6 afos 12 afos 18 afos
| , | |
J12=6% i2=2% Jie = 8% i3=9%
0,08
0,06 = ———=0.16

i, = 5 = 0,005 i), = %

Cn = C x (1,005 )7 x (1,02 )** x (1,16 )“%x (1,09 ) + 4 x (1,02 )** x (1,16 )“%x (1,09 )
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EJERCICIO 2:

Responda razonadamente a las cuestiones planteadas en cada una de las siguientes operaciones financieras

c) Actualmente el Sr. Colins tiene una deuda con una empresa de financiacién por la que tendria que abonar
5.000€, 3.500€ y 4.500€ con vencimientos a 5, 8 y 10 afios. Ante su previsidn de ingresos, plantea a la empresa

liquidar totalmente la deuda mediante una operacién de vencimiento comdn.
Determine el valor del vencimiento Unico se la operacién se valora a un tanto de interés efectivo trimestral.

EJERCICIOS DE REPASO
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5000 3.500 4.500 Sélo puedo cambiar una situacién inicial,
Situacién Thicial con varios capitales, por una situacion
! ! | alternativa, un solo capital, cuando ambas

A : T T 1 A A
0 5 8 10 opciones seah equivalentes

Es decir, sélo puedo sustituir la Situacién A
por la Situacién B si son equivalentes

Situacién Alternativa ¢
B I i La Situacidn A serd equivalente a la
0 t Situacién B si, valoradas en el mismo
momento, son iguales. Es decir,
A (0) = B (0)

5000% (1+i,) > +3500x (1+i,) " +4500x (1+i,) """ =Cx(1+i,)™"™
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EJERCICIO 3:

Responda razonadamente a las cuestiones planteadas en cada caso

a) Considere dos capitales de cuantia C1y Cz, con vencimiento a 6 y 10 meses. Indique la condicion que debe
cumplirse para que ambos capitales sean equivalentes a los 12 meses a un capital Cscon vencimiento a 7 meses, a
un tanto de interés semestral simple.
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Ci C2 Sélo puedo cambiar una situacién inicial,
. ., .. con varios capitales, por una situacié
Situacién Inicial nvarios ¢ pitales, p run uacion
| ! | alternativa, un solo capital, cuando ambas

A I T T 1 g (
0 6 10 12 opciones sean equivalentes

Es decir, sélo puedo sustituir la Situacién A
por la Situacién B si son equivalentes

Situacién Alternativa

B ] Y PR
I ' i La Situacién A serd equivalente a la

0 7 12 Situacién B si, valoradas en el mismo
momento, son iguales. Es decir,
A (12) = B (12)

C1><(1+i2><2—)+C2><(1+i2><2—):C3><(1+i2><2—)
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EJERCICIO 3:

Responda razonadamente a las cuestiones planteadas en cada caso
b) Determine la tasa de interés anual compuesto equivalente correspondiente a una operacién de capitalizacion de

15 afios en la que el capital inicial es valorado a una tasa efectiva semestral durante los tres primeros afios y un
tanto de interés anual liquidable mensualmente los doce afios restantes.
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C
0= 3a|ﬁos 15;ﬁos
' |
i2 Ji2
C,=0Cx(1+i,)""x(l+i,)?""
C,=Cx(1+i)"
Cx(1+i,)x(1+i,)?"™ =Cx({1+i)"
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EJERCICIO 3:

Responda razonadamente a las cuestiones planteadas en cada caso

c) Considere una renta anual de 20 términos de cuantia a los cinco primeros, el primero de ellos con vencimiento al
comienzo del cuarto afio, de cuantia 2a los seis siguientes venciendo el primero de ellos al finalizar el afio 12 y de
cuantia 3a los restantes hasta finalizar la operacién. Determine el valor actual y final de la renta si la operacién
se valora a un tanto de interés anual i los quince primeros afios e i’ los restantes
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a a a a a 2a 2a 2a 2a 2a 2a 3a 3a 3a 3a 3a 3a 3a 3a 3a

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

I 1

A=axa, x(I+i)y?+2axa, xA+i)" +2axa, ., xA+i) " +
+3axa,  x(I+i)y > x{A+i) "

S =axs,_,x(A+i)x(A+i")Y" +2axs,_

+2axs, . X(A+i) +3axs,_,

X (L+ )"+
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EJERCICIO 3:

Responda razonadamente a las cuestiones planteadas en cada caso

d) Considere un préstamo de C euros de nominal que se amortiza mediante pago tnico de capital y abono anual de
intereses en n afios a un tanto anual de interés i.

Al finalizar el afio h, el prestatario realiza una entrega a cuenta de R euros, cuando el tanto de interés de
mercado es i’y pacta abonar la totalidad de la deuda pendiente al finalizar la operacién, cambiando el sistema
inicialmente pactado. Calcule la cantidad S que liquidaria totalmente la deuda al finalizar la operacién una vez
realizada la entrega a cuenta

Si en el afio n-2, una vez realizada la entrega a cuenta, el prestatario decidiese liquidar totalmente la deuda, ¢qué

cantidad exigiria el prestamista si el tanto de interés de mercado en ese momento coincidiera con el del
préstamo?
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CiCi Ci CGi Ci Ci Ci Ci Ci+C

2 I 1 } } 1 ]
+ t t 1 i

h+1  h+2 h+3 n-1 n

=T

L Q | L | |
t + t t 1 i

T
0 2 3 h h+1  h+2 h+3 n-1 n

Ci Xs, ,-,.+C =RA+iH" "+ 5§

S =Ci xXs, ,m. .+ C —R((1+i)r"m
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S
0: —F— —t —t —
1 2 3 h h+1  h+2 h+3 n-1 n

X
0: —— — — —t—
1 2 3 h h+1  h+2 h+3 n2 n-1 n
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EJERCICIOS REPASO i

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

EJERCICIO 4:

El S. Sousa ha percibido una herencia valorada en 90.000 €. La entidad que gestiona el cobro de la misma le
propone varias opciones para percibir la misma. Responda a las cuestiones planteadas en cada opcién por el
perceptor del capital sabiendo que la operacién se valora a un 6% de interés anual.

Opcién I: Disponer de 20 cantidades constantes al final de cada afio, la primera de ellas dentro de cuatro afios.
¢Cudl serd la cuantia de los pagos?

www.clasesuniversitarias.com EJERCICIOS DE REPASO

168



a a
; t t 1 t t + t |
0 1 2 3 4 5 6 22 23
A=axay, ,x(1+i)’
1_ 1 - 20
90000 = ax L= F000) 7 i y0.06)
0,06

a = 9.345,44 Euros
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EJERCICIO 4:

El S. Sousa ha percibido una herencia valorada en 90.000 €. La entidad que gestiona el cobro de la misma le

propone varias opciones para percibir la misma. Responda a las cuestiones planteadas en cada opcidn por el
perceptor del capital sabiendo que la operacidn se valora a un 6% de interés anual.

Opcidn IT: Disponer de una mensualidad constante de 900€ hasta agotar el capital disponible. ¢Cudntos
reintegros mensuales podria realizar?

En el caso de ser un ndmero no entero, determine el valor de la extraccién complementaria que podria realizar si
decide hacerla un mes después de la dltima extraccién regular.
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1 2 3 4 5 6 n-1 n
A=axa,_,
—\112
1
G+i)=0+i)H" i, = (1+ 0,06 )2 —1 = 0,004867551
90000 - 900 x I — (14 0,004867551 )
0,004867551
(1,004867551)™" = 0,5132449 —nx1n(1,004867551) =1n 0,5132449
= _M n = 137,36356 meses
In1,004867551
HE
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a a a a a a a C
; —t 1 t t t t t i
O 1 2 3 4 5 6 136 137 138
Ad=axay , +C+i,) "™
1 - (1+ 0,004867551 -
90000 = 900 x (L+0, ) + C (1,004867551 )~ "%
0,004867551
C = 327,72 Euros
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EJERCICIO 4:

El S. Sousa ha percibido una herencia valorada en 90.000 €. La entidad que gestiona el cobro de la misma le

propohe varias opciones para percibir la misma. Responda a las cuestiones planteadas en cada opcidn por el
perceptor del capital sabiendo que la operacién se valora a un 6% de interés anual.

Opcién ITT: Disponer de 15 anualidades crecientes de 300 euros anuales, la primera de ellas al finalizar el cuarto
aflo.

¢Cudl seria la cuantia de la primer anualidad que percibiria?

www.clasesuniversitarias.com
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atp at2p at+13p atldp

| } } 1 } } t t }

°© 1 5 3 4 5 6 17 18

A=laxa, +Lx(a,  —nxv)xU+i)’
l
_ -15 _ ~15
90000 = [axl (1,06 ) 300 X(l (1,06 )
0,06 0,06

—15 x (1,06 )5 )] x (1,06 )
0.06 ( )X ( )

a = 9.258, 94 euros
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EJERCICIO 4:

Paralelamente, el Sr Sousa ha realizado un plan de ahorro en la misma entidad financiera durante los dltimos 10
afios, realizando aportaciones en un fondo que remunera un 6% de interés anual liquidable mensualmente.

El compromiso adquirido por el sefior Sousa fue realizar aportaciones trimestrales de 850 euros el primer afio,
incrementando sus aportaciones en un 3% anual acumulativo.

En estas condiciones, cudl serd el capital acumulado por el Sr. Sousa en el fondo?
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En este problema debo tener en cuenta una serie de factores:

Me dan un tipo de interés J12

La renta es trimestral

La renta es constante cada trimestre pero variable de afio en afio en progresién geométrica

Este tipo de rentas variables de afio en afio y constantes para cada periodo k-esimal se resuelven en dos partes

1 COMO ST SE TRATARA DE UNA RENTA ANUAL VARIABLE EN PROGRESION GEOMETRICA

2 COMO NO ES ANUAL SINO TRIMESTRAL, SE CORRIGE

qﬂxvﬂ_l

A=axvX S i
qg xXv -1
1 2
Ademds me piden el valor final de la renta, no el actual S=Ax1+1i)"
HE
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Primero calculo el interés mensual equivalente al J12 i, = ——= ———= 0,005

Como hemos visto en la férmula, necesito calcular tanto el interés trimestral (periodicidad de la renta) como el
interés anual (variabilidad de la renta) equivalentes al tipo de interés mensual
i = (1L+ 0,005 )% —1 = 0,061677811
. _ . k
A+i)=(+i,) 5

i, = (1+ 0,005 )* —1 = 0,015075125
Entonces resolvemos en los dos pasos ya comentados:

1,03" x (1,06167781 )™ —1 (1,015075125 )* -1

A =850 x (1,06167781 )" x -
1,03 x(1,06167781 ' —1 0,015075125

1 2

A = 28.690,44 euros S = 28690 ,44 x (1,06167781 )" = 52199 ,29
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EJERCICIO 5:

El Sr. Ugwu necesita solicitar un préstamo de 60,000 euros de nominal para amortizarlo en 20 afios. Para ello le
ofrecen varias opciones alternativas. Responda a las cuestiones planteadas en cada caso.

a) Una primera opcidn es amortizar el préstamo mediante anualidades constantes, con un periodo de carencia
mixta inicial de tres afios.

Si el tipo de interés pactado es del 3% los 10 primeros afios y del 4% para los restantes, determine el valor de la

anualidad, la cuota de amortizacion del sexto afio y la cuota de interés del afio 12
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160.000 | 160.000 |

Ci Ci Ci a a a a a a a
I 1 } t t t t t i
° 1 5 3 4 5 6 10 1 19 20
i=3% P=4%
1-(1+ -7 1-(1+0,04)"
60000 = a X d+0,03) + a X% (d+0,04) X (1+0,03)"7

0,03 0,04
a = 4.678, 30 euros

La cuota de amortizacién del sexto afio:

m,(sexto .aiio )= m x (1+ i)’ m | (cuarto .aiio ) = a — I,

m, =4678,30 — 60000 x 0,03 =2878,30 m, = 2878 ,30 x (1+0,03)> = 3053,59
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La cuota de interés del afio 12= saldo pendiente de amortizar del afio 11 x el tipo de interés

El saldo pendiente de amortizar del afio 11 es igual al valor actualizado de las anualidades pendientes de
vencimiento

1— (1,04 ) -

S, =axa,_,—,; = 4678 ,30 x = 34784 71
0,04
1, =8, xi=34784,71x0,04 =1391,39
HE
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EJERCICIO 5:

El Sr. Ugwu necesita solicitar un préstamo de 60,000 euros de hominal para amortizarlo en 20 afios. Para ello le
ofrecen varias opciones alternativas. Responda a las cuestiones planteadas en cada caso.

b) La segunda opcién es abonar cuotas de amortizacidn constantes con un periodo de carencia pura inicial de cinco
afios. Si el tanto de interés pactado es del 7%, calcule el calor de la cuota de amortizacidn, la cuota de interés del
afio 18 y el total amortizado hasta el final del afio 10.

Plantee la ecuacién que le permitiria calcular el tanto efectivo de coste si la operacidn lleva asociado una comisidn
de apertura del 1% y unos gastos de estudio de 1.000€

El TAE de la operacidn, mide el coste real en este préstamo?
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m m m m m

0: = = . = : : : : : ;

L 1 2 3 4 5 6 10 1M 19 20
i=7%

La cuota de amortizacién constante la calculo dividiendo, el fotal a amortizar entre el nimero de anualidades con
cuota constante de amortizacién

60000 x(1,07)°

=5610,21
(20 - 5)

La cuota de interés del afio 18 es igual al saldo pendiente de amortizar del afio 17 x el tipo de interés

El saldo pendiente de amortizar del afio 17 es igual a la cantidad que queda por amortizar en los afios 18, 19 y 20,
Es decir,3 xm

S, =3%x5610,21 =16830,62 I, =16830,62x0,07 =1178 ,14
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El total amortizado hasta el final del afio 10 viene determinado por el nimero de anualidades (5) por la cantidad
que se amortiza cada afio (m)

T,, =5x5610,21 =28051,05

Para plantear la ecuacion que permita calcular el fanto efectivo (coste) del préstamo, debo plantear una
equivalencia entre lo que recibo y lo que pago

Qué recibo? El hominal del préstamo, 60.000 euros. Sin embargo, como existe unas comisiones, de estudio y de
apertura (1000+0,001*60000) que ascienden a 1.600 euros, la cantidad que realmente percibo es de 58.400 euros
Cudndo lo recibo? En el momento O

Qué pago? Pago una serie de anualidades representadas en la siguiente linea femporal:

at as ae al4 aits
k t + 1 t t t t } i
0 1 5, 3 4 5 6 10 M 19 20
ma
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Como ya sabemos, las anualidades que amortizan un préstamo uniforme siguen una proporcidn, se corresponden
con una renta variable en progresién aritmética de razén, p=-mi

Por tanto, una vez calculado el valor de la primera anualidad, a1 y calculando el importe correspondiente a -mi,
podriamos plantear la ecuacién financiera

1-(1+i)™" 5610 ,21x0,07 ><(1—(1+i)‘15

1 1 1

58400 =[a x —15xA+H)")xA+i)7°

Habria que interpolar para obtener el valor de i, si bien el problema ho lo pide

Por (ltimo, en este caso, la TAE del préstamo coincidiria con el tanto efectivo, pues todas las comisiones son
ingresos para el banco, por lo que intervendrian en el cdlculo tanto del TAE como del tanto efectivo
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EJERCICIO 5:

El Sr. Ugwu necesita solicitar un préstamo de 60,000 euros de nominal para amortizarlo en 20 afios. Para ello le
ofrecen varias opciones alternativas. Responda a las cuestiones planteadas en cada caso.

c) Finalmente, una tercera opcidn es abonar 8 anualidades de cuantia a, la primera de ellas al finalizar el tercer

afio, y de cuantia 22 los restantes afios.

Si el tanto de interés pactado es del 5% anual, determine el valor de las anualidades, la cuota de amortizacién del
afio 10, el total amortizado hasta el final del afio 7 y el saldo al finalizar el afio 15

www.clasesuniversitarias.com

60.000 | 60000x(1+i)*

EJERCICIOS DE REPASO

i=5%
El valor de las anualidades puedo obtenerlo a partir de la siguiente ecuacidn

60000 x (1,05)% = a X ag—g g5 +2axa,4—g g5 X (1+0,05)"
60000 = aX ag— s X (1,05)7 +2a X a;;— 45 X (1+0,05)7"

Despejando, obtendria los siguientes valores para ay para 2a

(Equivalencia en el afio 2)

(Equivalencia en el afio 0)

a = 3.910,51 euros 2a=7.82102

www.clasesuniversitarias.com
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La cuota de interés del afio 10 es igual al saldo pendiente de amortizar del afio 9 x el tipo de interés
Sy =3910,51xa,— s + 7821,02 X a)y— 45 X (1 + 0,05)"" = 61240 ,29
1, =61240,29x0,05 =3062,01
El total amortizado hasta el afio 7 se puede calcular con la siguiente férmula:
T(anoT7) =T, = m; X537,
m, =a—1, =3910,51 -66150 x 0,05 = 603,01

(1,05)° =1

T, = m, X 55—, = 603,01 x =1900,99

>
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El saldo pendiente de amortizar al final del afio 15 serd el valor actualizado de las anualidades pendientes de
vencimiento, es decir,

Sis = 7821,02 X a5, 4 = 33860 ,92
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EMPRESTITOS. INTRODUCCION

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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Introduccion.

Un empréstito es una modalidad especial de préstamo por la cual el prestatario recibe un capital dividido en
fracciones llamadas obligaciones y que son representadas por titulos negociables. En las obligaciones se
compromete el pago de un interés o cupén y la devolucién del principal con unas condiciones pactadas
previamente.

La emisién puede hacerse

*Por la propia entidad emisora, que directamente pone en circulaciéon los titulos con el riesgo de la no
colocacion del total.

*A través de un banco o grupo de bancos que adquiere la totalidad del empréstito e impone un comisién en
concepto de gestion.
Ventajas para el prestatario (EMISOR):
*Se salva la dificultad de encontrar un Unico prestamista para grandes capitales
*Conveniencia de no depender de un Unico acreedor
*Facilita la inversion al pequefo ahorrador
Ventajas para el prestamista (OBLIGACIONISTA)

*Supone un posibilidad de inversién diversificando sus riesgos.
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179



Introduccion.

Para cada obligacion hemos de diferenciar los siguientes conceptos de VALOR:
* VALOR NOMINAL, es el valor que aparece impreso en los titulos y representa la fraccion de préstamo de la que es
propietario el obligacionista. Se utiliza, ademas, como valor de referencia.

*VALOR DE EMISION, valor al que se ponen en circulacion los titulos. Generalmente sera igual o inferior al valor
nominal (prima de emisién).

« VALOR EFECTIVO O DE COTIZACION, valor que tiene el titulo en el mercado secundario en un determinado
momento.

+ VALOR DE REEMBOLSO O DE AMORTIZACION, valor por el que la entidad emisora se compromete a retirar el
titulo de circulacion, es decir, a amortizarlo. Generalmente serd igual o superior al valor nominal (prima de
amortizacion).
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Introduccion.

Ademas, la emision de un empréstito conlleva gastos de diversa indole:

- Emisor: constitucion de garantia real (hipoteca), gastos de protocolo y registro, comision a intermediarios,
publicidad, marketing...

- Obligacionista: impuesto sobre la renta, derechos de custodia...

Llamaremos efectivo de la emisién al producto del n° de titulos por el valor de emision. Llamaremos liquido de
la emision al valor anterior deducidos los gastos satisfechos en la emision.
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Clasificacion de los Empréstitos.

*Segun el desembolso que realizan los suscriptores,
*Ala par
*Sobre la par (prima de emision)
*Bajo la par

*Segun los intereses que reciben las obligaciones
«Interés fijos (periédicos o con cupdn, acumulados o sin cupon)
sInterés variable
*Interés fijo y participacion en beneficios de la empresa (dividendos)

*Segun el plazo de reembolso
+Sin plazo de reembolso
+Sin cancelacion escalonada
*Con cancelacién escalonada
*Plan de amortizacion anual establecido a priori
*Plazo maximo de amortizacién pero sin plan anual

www.clasesuniversitarias.com

Clasificacion de los Empréstitos.

*Segun el pago por reembolso
*Ala par
*Sobre la par o con prima de amortizacion
*Con premios o lotes

*Segun la naturaleza de la entidad emisora
*Privados
*Publicos

www.clasesuniversitarias.com
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Nomenclatura de los Empréstitos.

N,=Numero de titulos vivos al inicio del periodo h, h=1,...,n
N,= Numero de titulos emitidos

n= duracion de empréstito

M,= nimero de titulos amortizado en el periodo h

m,= pago por amortizacion del periodo h

C= valor nominal de cada titulo

ap=I,+m,
C-i= cupdn periodico
i= tanto de interés del empréstito a,=C-iN,+C-M,,
1,= Pago por cupones del periodo h
T,= Titulos amortizados hasta el periodo h
a,= Anualidad o término amortizativo del periodo h
mE
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Empréstitos que vamos a estudiar en este curso.

Empréstitos que se amortizan mediante rentas:
Empréstito Normal o Puro: anualidad constante y amortizacion a la par.
Empréstito que se amortiza mediante anualidades variables en progresion aritmética de razén “d”.

Empréstito que se amortiza mediante anualidades variables en progresion geométrica de razén “r’.
(empréstitos de tipo Il, operaciones de emision en las que las anualidades son variables pero los cupones se mantienen constantes durante
la vida del empréstito)

Empréstitos Cupén Cero: sélo se pagan intereses a los obligacionistas cuyos titulos amortiza.

Empréstitos con pago de cupén fraccionado.

Empréstitos con amortizacion tnica total.
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Empréstitos que vamos a estudiar en este curso.

Empréstitos con reduccién del nominal: todos los titulos se mantienen vivos hasta el final del empréstito y
cada afo se amortiza una cantidad del nominal.

Empréstitos no amortizables: el Unico compromiso por parte del emisor es el pago de cupones de forma
indefinida.

Empréstitos con caracteristicas comerciales: prima de emisién, prima de amortizacion, lotes y pérdida del
ultimo cupén.

Empréstito con prima de amortizacion y cupén vencido fijo
Empréstito con pago de cupdn anticipado
Empréstito con reembolso a la par y pérdida del ultimo cupon vencido (amortizacion seca)

Empréstitos amortizables a la par, con cupén vencido fijo y lotes.

Tanto efectivo para el obligacionista y para el inversor.
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Cuadro de Amortizaciéon

METODO DE REDONDEO. A partir de los valores tedricos M,, se calculan los valores reales, que seran
los que se incluyan en el cuadro de amortizacién, por simple redondeo y asegurandonos que suman el
total de titulos emitidos.

ANO a, 1, m, M, Th Ny
0 - - - - N,
1 a,=I,+m, | N, Ci C-M, M, M, N,-M,
2 a,=L+m, | NyCi C- M, M, M, M, | N-M+M,)
www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITOS. INTRODUCCION
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Cuadro de Amortizaciéon

METODO DE CAPITALIZACION DE LOS RESIDUOS. Aproximamos por defecto la diferencia entre la
anualidad tedrica y la anualidad practica o real. La diferencia o residuo se capitaliza para ser utilizada en
la amortizacion del afio siguiente.

ANO A.nualu.iad Anualidad 1, Amorf‘tz:acmn M, Amortizacion Residuos
disponible real tedrica real
0 i i _ _ _ _ _
1 a';=a a;=l;+m; | N;Ci a'-I, CM, R,=a,-a,
(= i = i ' R,=a,-a,
2 a,=a+R,(1+i) | a,=L,+m, | N,C-i a'y,-I, C-M,
| N |
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Cuadro de Amortizaciéon

METODO DE CAPITALIZACION DE LOS RESIDUOS. Aproximamos por defecto la diferencia entre la
anualidad tedrica y la anualidad practica o real. La diferencia o residuo se capitaliza para ser utilizada en
la amortizacién del afio siguiente.

ANO | aisados 7, N
0 ) ] N,
1 R(1+1) M, Ni-M,
2 Ry(1+1) M;+M, Nj-(M;+M)
[ N |
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EMPRESTITO NORMAL O PURO

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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Amortizacion mediante Anualidad Constante: Empréstito Normal o Puro.

Son los llamados Empréstitos de Tipo I, en los que tanto la anualidad como el interés permanece
constante. En este caso a,=a y la anualidad se calcula a través de la ecuaciéon que establece la
equivalencia financiera entre lo que la sociedad emisora esta comprometida a pagar en el momento inicial
y la actualizacion financiera del flujo de anualidades, que emplea en la amortizaciéon de obligaciones y
pago de intereses periédicos

N,-C
Primero calculo la anualidad N, -C=a-a;; >a=—"—
azi
Sequndo calculo el nimero de titulos amortizado cada afio
-N -C-i
Afio 1: a=1+m, a=N,-C-i+C-M, Mlz%
Afio 2 a=12+m2 a=N2~C'i+C'M2 M2=a—N2Cl=a—(N|—M|)Cl
C C
M, =G NCCE MGy M M= M (1)
C C
www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO NORMAL O PURO
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Amortizacion mediante Anualidad Constante: Empréstito Normal o Puro.

Ao 3 a=1+m, a=N,-C-i+C-M, M}:a—N3-C-i:a—(Nl—Ml—Mz)C.i
C C
M3:a_Nl'C'i_’_M]'C'i_’_MZ'C.i M3=M1+M1'i+M2‘i
C C C
My=M,+M,-i=M, (1+i) M, =M, -(1+i)’
Afio k- Mk =M1.(1+i)(k—1)

Para obtener M1: N =M, +M,+M;+..+M, N, =M,-S

Ny=M,+M,-(1+i)+M, - A+i)’ +..+ M, -1+i)""

M, = N,
N=M,-(1+A+)+A+i) +...+1A+)"™) 1Ty
Em
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Amortizacion mediante Anualidad Constante: Empréstito Normal o Puro.
Tercero: calculo el total de titulos amortizados.
T, =M, +M,+..+ M, T, =M, +M,(+i)+..+ M (1+i)" T,=M,S;,

Cuarto: el numero de titulos vivos en cada momento puede calcularse a partir de la anterior expresion,
teniendo en cuenta en cualquier caso, que N, esta definido al principio de cada afio.

N,=N,-T,,

Quinto: la cuota de amortizaciéon se calcula multiplicando el niumero de obligaciones que se amortizan
cada afio (Mk) por el Valor Nominal de cada titulo (C)

m,=M,-C
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Amortizacion mediante Anualidad Constante: Empréstito Normal o Puro.

Sexto: la cuota de interés de cualquier afio se calcula multiplicando la cuantia del cupon (Ci) por el
numero de titulos vivos al principio de ese afio.

I,=N,-C-i

Séptimo: la suma de la cuota de interés y de la cuota de amortizacién, determinaran la anualidad
constante

a=1,+m, a=N,-C-i+M,-C

Hay que distinguir entre la anualidad tedrica y la anualidad real, derivadas del nimero de obligaciones real
y tedrico que se amortizan cada afio.

Todo esto difiere por el proceso de redondeo
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Ejemplo de Empréstito Normal o Puro.

Supongamos que una determinada empresa desea emitir un empréstito con las siguientes caracteristicas:
Se emiten 1000 titulos u obligaciones de 100€ de nominal cada uno de ellos a amortizar mediante
anualidad constante durante 10 afios y por el que se pagara un cupén anual por titulo de 8€.

Calculamos la anualidad tedrica

N,-C 1.000-100
C=qg- = a=——-—- a=14.902,95€
N-C=aa,, . 1-(1,08) "
0,08

Y calculamos el nimero de titulos que se amortizan el primer afo,

N, N, 1.000

M= M =——— = M, =69,03
S (1+9)"-1 (1,08)"° —1 1707
[ 0,08
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187



Ejemplo de Empréstito Normal o Puro.

Para calcular, a partir de M1, los titulos que se amortizan cada afo,

M1= 69,03 M1=
M2= 74,55 M2=
M3= 80,52 M3=
M4= 86,96 Mé=
M5= 93,91 M5=
M6= 101,43 ) -
M7= 109,54 M7=
M8= 118,3 M8=
M9= 127,77 M9=
M10= 137,99 M10=
Total
www.clasesuniversitarias.com
Ejemplo de Empréstito Normal o Puro.
Podemos resolver el empréstito,
Afio an lh

0

1 14.900 € 8.000 €

2 14.948 € 7.448 €

3 14.848 € 6.848 €

4 14.908 € 6.208 €

5 14.912 € 5512 €

6 14.860 € 4.760 €

7 14.952 € 3.952 €

8 14.872 € 3.072 €

9 14.928 € 2.128 €

10 14.904 € 1.104 €

www.clasesuniversitarias.com

69
74
80
86
93
101
109
118
127

994

mh

6.900 €
7.500 €
8.000 €
8.700 €
9.400 €
10.100 €
11.000 €
11.800 €
12.800 €
13.800 €

Mp

69
75
80
87
94
101
110
118
128
138

M,=M, -(1+i)

Th

69
144
224
311
405
506
616
734
862

1000

M10=
Total

EMPRESTITO NORMAL O PURO

Nh+1
1000
931
856
776
689
595
494
384
266
138

EMPRESTITO NORMAL O PURO

69
75
80
87
94
101
110
118
128

1000
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EMPRESTITOS CON NUMERO DE
OBLIGACIONES CONSTANTE

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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Introduccion.

Se trata de Empréstitos en los que el interés permanece constante y durante los n periodos que dura el
Empréstito se amortiza el mismo nimero de obligaciones.

Primero: Se calcula el numero de obligaciones constantes que se amortizan cada afo.

N,
M, =M,=M,=..=M,=M=="-
n

Segundo: Calculamos el nimero de obligaciones amortizadas hasta cierto momento se calcula
facilimente como

T,=M+M+.+M=h-M

Tercero: El nimero de obligaciones vivas al principio del periodo h,

N,=N,-T,,=Mn—-(h-1))
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Introduccion.

Cuarto: la cuota de amortizacion se calcula multiplicando el numero de obligaciones que se amortizan
cada afio (M) por el Valor Nominal de cada titulo (C), que en este caso sera una cantidad constante.

m,=M-C

Quinto: la cuota de interés de cualquier afio se calcula multiplicando la cuantia del cupén (Ci) por el
numero de titulos vivos al principio de ese afio.

I,=N,-Ci

Sexto: la suma de la cuota de interés y de la cuota de amortizacion, determinaran la anualidad

a=1,+m, a=N,-C-i+M-C
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Introduccion.

En este tipo de empréstitos la anualidad no es constante. Sin embargo, la variablidad que representan,
tiene una concordancia, como podemos ver...

Afio 1: a, =1 +m, a,=N,-C-i+C-M
Afio 2: a,=1,+m, a,=N,-C-i+C-M a,=(N,-M)-C-i+C-M
a,=N,-C-i+C-M~C-M-i a,=a,—C-M-i
Afio 3: a, =1, +m, a,=N,-C-i+C-M a,=(N,-2M)-C-i+C-M
a,=N,-C-i+C-M~-2-C-M-i a;=a,—=2-C-M-i
Afio h: a,=a,—(h-1)-C-M-i
HE
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Ejemplo de Empréstito con Amortizacion Constante de Obligaciones.

Supongamos que una determinada empresa desea emitir un empréstito con las siguientes caracteristicas:
Se emiten 1000 titulos u obligaciones de 100€ de nominal cada uno de ellos a amortizar el mismo numero
de titulos durante 10 afios y por el que se pagara un cupén anual por titulo de 8€.

Calculamos el numero de titulos que se amortizan cada afo,

1.
w=M = 1000 M =100
n 10

Para estos datos, podemos resolver el Empréstito, en su totalidad, si nos piden que elaboremos el cuadro
de amortizacion, o para un afo(s) concretos, de manera similar.
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Ejemplo de Empréstito con Amortizacion Constante de Obligaciones.

Podemos resolver el empreéstito,

Afio ah lh mh Mh Th Nhs1
0 1000
1 18.000€  8.000€ 10.000 € 100 100 900
2 17.200€  7.200€ 10.000 € 100 200 800
3 16400€  6.400€ 10.000 € 100 300 700
4 15600€  5.600€ 10.000 € 100 400 600
5 14.800€  4.800€ 10.000 € 100 500 500
6 14.000€  4.000 € 10.000 € 100 600 400
7 13200€  3.200€ 10.000 € 100 700 300
8 12.400€  2.400 € 10.000 € 100 800 200
9 11.600 € 1.600 € 10.000 € 100 900 100
10 10.800 € 800 € 10.000 € 100 1000 0
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EMPRESTITOS CON CUPON CERO
Y ANUALIDAD CONSTANTE

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide
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Introduccion.

En este empréstito, la entidad emisora sélo paga interés a aquellas obligaciones que son amortizadas.
Cada anualidad contiene, por tanto, el pago por la amortizacién del nimero de titulos que se amortiza, mas
el pago por cupones de dichas obligaciones, capitalizadas el nimero de afios que se han mantenido vivas.

Primero: Calculamos la anualidad tedrica constante a través de la equivalencia basica, como el
empréstito normal,
C-N,

a

C-N=a-a,, a

i

n—i

Pero en este caso la anualidad es igual a a,=C-(1+ i)” M,

Segundo: Calculamos el numero de obligaciones que se amortiza cada afio, obteniendo en primer lugar, M1

a

El afio 1, a,=C-(1+i)-M, De donde M1=m
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Introduccion.

A partir de M1, podemos calcular el resto de las Mn, a partir de la equivalencia:

a, C-(I+i)"-M, a_j-._ M
a,, C-(+i)"-M,, a M, -(1+0)
de donde, M, =M, -(1+i)"
Generalizando, M, ,=M,-(1+i)"

Tercero: Calculamos el nimero de obligaciones vivas al comienzo de cada afio. Lo hacemos teniendo en
cuenta que, cualquier afo, el valor actualizado de las anualidad es pendientes de vencimiento, sera igual al
numero de titulos vivos por el cupdn acumulado (cupdn cero)

C'(1+ih'N+:a-an_l. N o = C i
S " M1+
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EMPRESTITO CON CUPON CERO

Introduccion.

Cuarto: obtenemos el total de titulos amortizados hasta un momento determinado
T,=M+M,+M,+..+M,
T, =M +M,-(1+)) " +M,-(1+) 7+ M, - (1+i) "
T,=M, [1++i) " +1+0) 7 +..+(1+i) |

T,=M,-a,_-(1+i)

C-N,
- a C-N )
Como, M, = C-(1+i) y a=—-1 entonces, M, = i
! a,. C-(1+i)
= 7Nl Sustituyendo en la formula de Th T = A N.
boa,, () ’ =N

n—i
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Introduccion.

Quinto: la anualidad real la calculamos mediante la formula:

a,=C-(1+i)"-M,

Sexto: la cuota de amortizacién se calcula multiplicando el numero de titulos que se amortiza ese afio por
el nominal.

m,=M,-C

Séptimo: la cuota de interés de cualquier afio se calcula restando a la anualidad real la cuota de
amortizacién ya calculada.

1, =a,—-m,

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON CUPON CERO

Ejemplo de Empréstito con Anualidad Constante y Cupén Cero

Supongamos que una determinada empresa desea emitir un empréstito con las siguientes caracteristicas:
Se emiten 10.000 titulos u obligaciones de 150€ de nominal cada uno a una tasa de interés anual
constante del 5%, que se amortizara en los proximos 5 afios mediante anualidad constante y cupén cero.

Calculamos la anualidad constante (tedrica),

10. -1
o= o= 10:000-150 1 =346.462,22€
a, 1-(1,05)
0,05
Y calculamos el nimero de titulos que se amortizan el primer afo,
10.000
M =—2 M= s M, =2.199,76
Coa,, (14D T (1,05) e
- 0,05
| N |
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Ejemplo de Empréstito con Anualidad Constante y Cupén Cero

Para calcular, a partir de M1, los titulos que se amortizan cada afo,

M1
M2
M3
M4
M5

2.199,76
2.095,01
1LEE5 25
1.900,24
1.809,75

)

www.clasesuniversitarias.com

M1
M2
M3
M4
M5
TOTAL

2:0C8)
2.095
1.995
1.900
1.809
9.998

Ejemplo de Empréstito con Anualidad Constante y Cupén Cero

Podemos resolver el empreéstito,

>
=4
o

U A W N R O

an

346.500,00
346.460,63
346.419,28
346.419,28
346.510,44
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Ih

16.500,00
32.210,63
47.169,28
61.419,28
75.010,44

mh

330.000
314.250
299.250
285.000
271.500

My

2.200
2.095
1.995
1.900
1.810

M, =Mh'(1+i)_l

EMPRESTITO CON CUPON CERO

Th

2.200
4.295
6.290
8.190
10.000

EMPRESTITO CON CUPON CERO

M1
M2
M3
M4
M5
TOTAL

Npe1
10.000
7.800

5.705
3.710
1.810

2.200
2.095
1EL5
1.900
1.810
10.000

195



EMPRESTITO CON REDUCCION DE
NOMINAL

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

Empréstito con Reduccién de Nominal

En este caso todos los titulos permanecen vivos hasta el final del empréstito, y cada afio se amortiza una
cantidad del nominal, generalmente constante.

C, = cantidad pendiente de amortizar al inicio del afio h

A, = cantidad que se amortiza el afio h

M, = cuantia total amortizada hasta el afio h

Como consideramos que todos los afios se amortiza la misma cantidad de nominal...
n

La cuantia total amortizada hasta el afio h, seria M,=h-A4

C,=A-(n—(h—1)

Y la cantidad de nominal que queda por amortizar al principio del afio h, seria

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON REDUCCION DE NOMINAL
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Empréstito con Reduccién de Nominal

Calculamos las cuotas de amortizacion, que sera el nimero de titulos vivos (todos) por la cantidad que se amortiza de
cada titulo.

m, =N, A

La cuota de interés se obtendra multiplicando el interés, por la cantidad de cada titulo pendiente de amortizar, por el
numero de titulos vivos.

I,=N,-C,-i

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON REDUCCION DE NOMINAL

Empréstito con Reduccién de Nominal

Luego calculamos la anualidad, que seria igual a la cuota de interés mas la cuota de amortizacion.

I,=N,-C,-i c
a,=1,+m, c athl'Ch'H'Nl';
m,=N,-A=N,-—
n
Y en este caso, la anualidad representa una Renta Variable en Progresion Aritmética, de razén LCI
n
C C C
Afo h: a,=N,-C,-i+N,-— a,=N,(—(m—(h=1)-i+—)
n n n
N,-C
a,=—"—-((n—(h=1)-i+1)
Em
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Empréstito con Reduccién de Nominal

C C C
Adoh+1: =N -Cp i+ N -— @ =Ny (—(n=h)-i+—)
n n n
a, :M-((n—h)-i+l)
n
N,-C N,-C
Afio h+1 — Afio h: a,, —a,=——-((n—=h)-i+))———-((n—=(h+1))-i+1)
n n
N,-C . _ N,;-C-i
i Ay =y =~
n n

Por tanto, también podemos calcular la cuantia de cualquier anualidad a partir de la anualidad del
primer afio, ya que son variables en progresion aritmética...
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Ejemplo de Empréstito con Reduccién de Nominal

Supongamos que una determinada empresa desea emitir un empréstito con las siguientes caracteristicas:
Se emiten 7,500 titulos u obligaciones de 200€ de nominal cada uno de ellos a una tasa de interés
constante del 4,5%, que se amortizara en los préximos 8 afios mediante empréstitos con reduccion de
nominal, siendo la cantidad que se amortiza de cada titulos, constante cada afo

Empezamos calculando la cantidad de nominal que se amortiza cada afo...

Ah:Azg Ah=A=@=
n 8

25

Y ya estamos en disposicion de resolver el cuadro de amortizacion

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON REDUCCION DE NOMINAL
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Ejemplo de Empréstito con Reduccion de Nominal

Podemos resolver el empréstito,

(e]

an

255.000,00 €
246.562,50 €
238.125,00 €
229.687,50 €
221.250,00 €
212.812,50 €
204.375,00 €
195.937,50 €

0 N O s W N R O Z

67.500,00 €
59.062,50 €
50.625,00 €
42.187,50 €
33.750,00 €
25.312,50 €
16.875,00 €
8.437,50 €

www.clasesuniversitarias.com

Mp

187.500,00 €
187.500,00 €
187.500,00 €
187.500,00 €
187.500,00 €
187.500,00 €
187.500,00 €
187.500,00 €

REDUCCION DE NOMINAL

Ah

25,00 €
25,00 €
25,00 €
25,00 €
25,00 €
25,00 €
25,00 €
25,00 €

EMPRESTITO CON REDUCCION DE NOMINAL

My

25,00 €
50,00 €
75,00 €
100,00 €
125,00 €
150,00 €
175,00 €
200,00 €

Ch+1
200,00 €
175,00 €
150,00 €
125,00 €
100,00 €
75,00 €
50,00 €
25,00 €

- €
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Empréstito con Prima de Amortizacién y Cupoén Vencido Fijo.

Este tipo de empréstito se caracteriza porque presenta una prima de amortizacion como caracteristica
comercial, es decir, las obligaciones se amortizan por un valor superior al nominal

La cuota de amortizacion estara formada por, m,=M,-(C+P)

Y por tanto, la anualidad sera igual a a,=a=1,+m, a=N,-C-i+M,-(C+P)

Hasta ahora sélo sabemos resolver un Empréstito con una anualidad del tipo.
a=N,-C-i+M,-C

Por lo que vamos a convertir la anualidad del empréstito con prima de amortizacion en un empréstito
“normal” a través de un proceso de “normalizacién”.

www. clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PRIMA DE AMORTIZACION
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Empréstito con Prima de Amortizaciéon y Cupén Vencido Fijo.

Este proceso de normalizacion consiste en transformar, la anualidad
a=N,-C-i+M,-(C+P)
En una anualidad que sepamos como resolver, del tipo,
a=N,-Ci'+M,-C'
Y para ello convertimos,

— . C
C+pP=C C.i Con los valores C' e i resolveremos el empréstito
. . . 1 como si fuera un empréstito normal
Ci=C"' =i'=— P

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PRIMA DE AMORTIZACION

Empréstito con Prima de Amortizacién y Cupoén Vencido Fijo.

Primero calculamos la anualidad

N,-C'=a-a,

nli'

A

Sequndo calculo el nimero de titulos amortizado cada afio

_N . CI. -
Ao 1: a=1I+m, a=N,-Ci'+C"M, Mlzacil'l
Afo 2: a:]2+m2 a:Nz’C"l"+C'~M2 Mz=a_Nz,Cl.iv=a_(N1_M1)_Cv.l-|
C' C'
M2=a_N1'C'-i'+M]'C'~i’ M2:M1+M1'i:M1'(1+i')
C I
| N |
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Empréstito con Prima de Amortizaciéon y Cupén Vencido Fijo.

Afo 3: a:I3+m3 a=N3~C'~i'+C'~M3 M3:a_N3‘C'.i':a—(Nl_Ml_Mz)'C'.i'
C' ¢
M} _ a_Nl 'C"i’+M1 'C"i'+ ]\42 ‘C"i' M3 =Ml +M1 'l.'+M2 'l.'
C' C' ¢
M,=M,+M,-i'=M, -(1+i") M, =M, -(1+i")’
Afio k: Mk :]\41 .(1+iv)(k—1)

Para obtener M1: N =M, +M,+M;+..+M, N,=M,-S

N=M+M,-(1+i")Y+M,-(1+i") +..+ M, -1+i")""

N] :Ml -(l+(l+iv)+(l+l~|)2 +m+(l+l~|)(n—l)) g

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PRIMA DE AMORTIZACION

Empréstito con Prima de Amortizacién y Cupoén Vencido Fijo.

Tercero: calculo el total de titulos amortizados.

T,=M,+M,+..+ M, T,=M,+M,(1+i")+..+ M ,(1+i")"" T,=M,S

hli

Cuarto: el numero de titulos vivos en cada momento puede calcularse a partir de la anterior expresion,
teniendo en cuenta en cualquier caso, que N, esta definido al principio de cada afio.

N,=N,-T,,

Quinto: la cuota de amortizaciéon se calcula multiplicando el niumero de obligaciones que se amortizan
cada afio (Mk) por el Valor Nominal de cada titulo (C) mas la Prima de Amortizacion (p)

m, =M, -(C+P)

www.clasesuniversitarias.com
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Empréstito con Prima de Amortizaciéon y Cupén Vencido Fijo.

Sexto: la cuota de interés de cualquier afio se calcula multiplicando la cuantia del cupon (Ci) por el
numero de titulos vivos al principio de ese afio.

_ 1
I,=N,-Ci
Séptimo: la suma de la cuota de interés y de la cuota de amortizacién, determinaran la anualidad
constante
a=1,+m, a=N,-C-i+M,-(C+P)

En el caso de que existieran ademas Lotes anuales, Unicamente habria que incluir en la anualidad el
numero de Lotes a repartir,

a=1,+m,+L, a=N,-C-i+M,-(C+P)+L,
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Ejemplo de Empréstito con Prima de Amortizacion.

Supongamos que una determinada empresa desea emitir un empréstito con las siguientes caracteristicas:
Se emiten 10.000 titulos u obligaciones de 15€ de nominal cada a una tasa de interés anual constante del
4,5%, que se amortizara en los préximos 5 afios mediante anualidad constante, con una prima de
amortizacion de 3€. Se sortean ademas 10 lotes anuales de 10€

Primero debemos realizar la normalizacion,

C'=C+P C'=15+3=18€

ci=c.i  p=C1_ 15004 i'=0,0375
C' 18
De tal forma que convertimos la anualidad, del tipo, a=N,-C-i+M,-(C+P)
En una anualidad, del tipo, a=N,-C-i'+M,-C'
Em
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Ejemplo de Empréstito con Prima de Amortizacion.

Calculamos la anualidad tedrica

N =M+10.10
a=— —*h TC0375)° a=40.249 34€
ﬁ 0,0375

Y calculamos el numero de titulos que se amortizan el primer afio,

N, N, 10.000
M =—L M =—1 - v _
s )y -1 VT L0375) -1 M, =1.85552
i' 0,0375
EEE
I I I www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PRIMA DE AMORTIZACION
Ejemplo de Empréstito con Prima de Amortizacion.
Para calcular, a partir de M1, los titulos que se amortizan cada afio, ~ M, =M, -(1+i")
Ml=  1.85552 M1= 1855 41 M1= 1.856
M2=  1.92510 M2= 1.925 M2= 1.925
M3=  1.997,29 —) M3= 1.997 —) M3= 1.997
M4=  2.072,19 M= 2.072 Ma= 2072
M5=  2.149,90 Ms= 2149 41 Ms= 2.150
TOTAL 9.998 TOTAL 10000
EEE
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Ejemplo de Empréstito con Prima de Amortizacion.

Podemos resolver el empréstito,

Afo an
0
1 40.258,00
2 40.247,20
3 40.243,83
4 40.245,85
5 40.251,25

6.750,00
5.497,20
4.197,83
2.849,85
1.451,25

www.clasesuniversitarias.com

Lh

100,00
100,00
100,00
100,00
100,00

mh

33.408,00
34.650,00
35.946,00
37.296,00
38.700,00

1.856
8025
1.997
2.072
2.150

EMPRESTITO CON PRIMA DE AMORTIZACION

Th

1.856
3.781
5.778
7.850
10.000

Nhs1
10.000
8.144
6.219
4.222
2.150

205



EMPRESTITO CON PERDIDA DEL
ULTIMO CUPON

Profesor: Juan Antonio Gonzalez Diaz

Departamento Métodos Cuantitativos
Universidad Pablo de Olavide

www.clasesuniversitarias.com

Empréstito con Pérdida del Ultimo Cupén

Este tipo de empréstito se caracteriza porque las obligaciones amortizadas pierden el derecho a cobrar el
cupon correspondiente a dicho periodo, por lo que sélo recibiran, en el periodo de su amortizacion, el
nominal (0 nominal mas prima de amortizacion, si procede)

Y por tanto, la anualidad seré igual a a=N,-C-i+M,-C-M,-C-i

De donde, a=N,-C-i+C-(1-1)-M,

Y como s6lo sabemos resolver un Empréstito con una anualidad del tipo.

a=N,-C-i+M,-C

Vamos a convertir la anualidad del empréstito con pérdida del dltimo cupdn, en un empréstito “normal” a
través de un proceso de “normalizacion”.

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PERDIDA DEL ULTIMO CUPON
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Empréstito con Pérdida del Ultimo Cupdn

Este proceso de normalizacion consiste en transformar, la anualidad
a=N,-C-i+M,-C-(1-i)

En una anualidad que sepamos como resolver, del tipo,

a=N,-C-i'+M,-C'
Y para ello convertimos,

N (]
C-(1-n=C C.i Con los valores C' e i resolveremos el empréstito
. . . 1 como si fuera un empréstito normal
C-i=C"'" =i'=— P

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PERDIDA DEL ULTIMO CUPON

Empréstito con Pérdida del Ultimo Cupén

Primero calculamos la anualidad

N,-C'=a-a,

nli'

a..

ali'

Sequndo calculo el nimero de titulos amortizado cada afio

~N.-C''
Afio 1: a=1+m, a=N, Ci+C'M, M, = "Cill
Afo 2: a:]2+m2 a:Nz’C"l"+C'~M2 Mz=a_Nz,Cl.iv=a_(N1_M1)_Cv.l-|
C' C'
MZ:CZ—NI-C'.i'+M]~Cv.i' M2:M1+M1'i:M1'(1+i')
C c
[ N |
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Empréstito con Pérdida del Ultimo Cupdn

Afo 3: a:I3+m3 a=N3~C'~i'+C'~M3 M3:a_N3‘C'.i':a—(Nl_Ml_Mz)'C'.i'
C' ¢
M} _ a_Nl 'C"i’+M1 'C"i'+ ]\42 ‘C"i' M3 =Ml +M1 'l.'+M2 'l.'
C' C' ¢
M,=M,+M,-i'=M, -(1+i") M, =M, -(1+i")’
Afio k: Mk :]\41 .(1+iv)(k—1)

Para obtener M1: N =M, +M,+M;+..+M, N,=M,-S

N=M+M,-(1+i")Y+M,-(1+i") +..+ M, -1+i")""

M, = N,
Ny =M, -(1+A+i")+1+i") +..+1+i)") 1T
| N |
I I www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PERDIDA DEL ULTIMO CUPON
Empréstito con Pérdida del Ultimo Cupén
Tercero: calculo el total de titulos amortizados.
T, =M +M,+..+M,  T,=M+M>A+i")+..+M>1A+i')" T,=M,S;,

Cuarto: el numero de titulos vivos en cada momento puede calcularse a partir de la anterior expresion,
teniendo en cuenta en cualquier caso, que N, esta definido al principio de cada afio.

N,=N,-T,,

Quinto: la cuota de amortizaciéon se calcula multiplicando el niumero de obligaciones que se amortizan
cada afio (Mk) por el Valor Nominal de cada titulo (C)

m,=M,-C

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PERDIDA DEL ULTIMO CUPON
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Empréstito con Pérdida del Ultimo Cupdn

Sexto: la cuota de interés de cualquier afio se calcula multiplicando la cuantia del cupon (Ci) por el
numero de titulos vivos al principio de ese afio.

I,=N,-C-i-M,-C-i

Séptimo: la suma de la cuota de interés y de la cuota de amortizacién, determinaran la anualidad
constante

a=1,+m,

En el caso de que existieran ademas Lotes anuales, Unicamente habria que incluir en la anualidad el
numero de Lotes a repartir,

a=1,+m,+L,

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PERDIDA DEL ULTIMO CUPON

Ejemplo de Empréstito con Pérdida del Ultimo Cupdn

Supongamos que una determinada empresa desea emitir un empréstito con las siguientes caracteristicas:
Se emiten 10.000 titulos u obligaciones de 150€ de nominal cada a una tasa de interés anual constante
del 5%, que se amortizara en los proximos 5 afios mediante anualidad constante y pérdida del ultimo
cupon.

Primero debemos realizar la normalizacion,

C'=C-(1-i) C'=150-(1-0,05) = 142,5€
Cli'=C-i po C1_15:0045 o 6.052632
I 18

De tal forma que convertimos la anualidad, del tipo, a=N,-C-i+M,-C-M,-C-i

En una anualidad, del tipo, a=N,-C-i'+M,-C'
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209



Ejemplo de Empréstito con Pérdida del Ultimo Cupdn

Calculamos la anualidad tedrica

N,-C' G_M =331.537.43€
a=- 1-(1,052632)" @=290020

0,052632

n—i'

Y calculamos el numero de titulos que se amortizan el primer afio,

N N, 10.000
M, = —L M, = —L = =
1 Sn_‘i' 1 (1+IV)n _1 1 (1,052632)5 _1 Ml 1800,26
i' 0,052632
www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PERDIDA DEL ULTIMO CUPON
Ejemplo de Empréstito con Pérdida del Ultimo Cupon
Para calcular, a partir de M1, los titulos que se amortizan cada afio, ~ M, =M, -(1+i")
M1= 1.800,26 DS 1.800 M1= 1.800
M2= 1.895,01 M2= 1.895 M2= 1.895
M3= 1.994,75 - M3= 1.994 +1 ‘ M3= 1.995
Mé= 2.099,74 M 2.099 +1 M4= 2.100
M5= 2.210,25 MoS 2210 M5= 2.210
[ 9.998 TOTAL 10.000
www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON PERDIDA DEL ULTIMO CUPON
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Ejemplo de Empréstito con Pérdida del Ultimo Cupdn

Podemos resolver el empréstito,

Ano an
0
1 331.500
2 331.538
3 331.575
4 331.575
5 331.500

www.clasesuniversitarias.com

61.500,00
47.287,50
32.325,00
16.575,00

mh

270.000
284.250
299.250
315.000
331.500

1.800
1.895
1.995
2.100
2.210

EMPRESTITO CON PERDIDA DEL ULTIMO CUPON

Th

1.800
3.695
5.690
7.790
10.000

N1
10.000
8.200
6.305
4.310
2.210
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Empréstito con Cupdn Anticipado y Anualidad Constante.

Los pagos en concepto de cupdn se realizan al inicio de cada periodo y no al final como en el resto de los
sistemas de amortizacion. De esta forma, la amortizacion al tanto de interés anticipado z, da lugar a las
siguientes anualidades:

a,=1,, +m, a=N,, - C-z+C-M,
Como, N,,=N,-M,
Podemos sustitur ~ a=(N,-M,)-C-z+C-M, a=N,-C-z-M,-C-z+C-M,

a=N,-C-z+(C-C-2)-M, a=N, C-z+C-(1-2)-M,

Debemos realizar un proceso de normalizacion para transformar el Empréstito con Cupén Anticipado
anterior, en un Empréstito Normal o Puro, del tipo

a=N,-C-i+M,-C

www.clasesuniversitarias.com EMPRESTITO CON CUPON ANTICIPADO
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Empréstito con Cupdn Anticipado y Anualidad Constante.

Este proceso de normalizacion consiste, por tanto, en transformar la anualidad
a=N,-C-z+C-(1-2)-M,
En una anualidad que sepamos como resolver, del tipo,
a=N,-C'i'+M,-C'
Y para ello convertimos,

"— . — " T
¢'=C-( Z) Con los valores C' e i resolveremos el empréstito

, C-z como si fuera un empréstito normal
Ci'=C-z ='= p
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Empréstito con Cupdn Anticipado y Anualidad Constante.

Primero calculamos la anualidad

N,-C'=a-a,

nli'

A

Sequndo calculo el nimero de titulos amortizado cada afio

~N.-C''
Afio 1: a=1+m, a=N, Ci+C'M, M, = "Cill
Afo 2: a:]2+m2 a:Nz’C"l"+C'~M2 Mz=a_Nz,Cl.iv=a_(N1_M1)_Cv.l-|
C' C'
MZ:CZ—NI-C'.i'+M]~Cv.i' M2:M1+M1'i:M1'(1+i')
C c
[ N |
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Empréstito con Cupdn Anticipado y Anualidad Constante.

Afo 3: a:I3+m3 a=N3~C'~i'+C'~M3 M3:a_N3‘C'.i':a—(Nl_Ml_Mz)'C'.i'
C' ¢
M} _ a_Nl 'C"i’+M1 'C"i'+ ]\42 ‘C"i' M3 =Ml +M1 'l.'+M2 'l.'
C' C' ¢
M,=M,+M,-i'=M, -(1+i") M, =M, -(1+i")’
Afio k: Mk :]\41 .(1+iv)(k—1)

Para obtener M1: N =M, +M,+M;+..+M, N,=M,-S

N=M+M,-(1+i")Y+M,-(1+i") +..+ M, -1+i")""

M, = M
Ny =M, -(1+A+i")+1+i") +..+1+i)") 1T
HE
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Empréstito con Cupdn Anticipado y Anualidad Constante.
Tercero: calculo el total de titulos amortizados.
T, =M +M,+..+M,  T,=M+M>A+i")+..+M>1A+i')" T,=M,S;,

Cuarto: el numero de titulos vivos en cada momento puede calcularse a partir de la anterior expresion,
teniendo en cuenta en cualquier caso, que N, esta definido al principio de cada afio.

N,=N,-T,,

Quinto: la cuota de amortizaciéon se calcula multiplicando el niumero de obligaciones que se amortizan
cada afio (Mk) por el Valor Nominal de cada titulo (C)

m,=M,-C
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Empréstito con Cupdn Anticipado y Anualidad Constante.

Sexto: la primera cuota de interés se paga al principio del primer afio y es igual a Nl -C-z
I,=N,,-C-z

Séptimo: la suma de la cuota de interés y de la cuota de amortizacién, determinaran la anualidad
constante

a=1,+m, a=N,,-C-z+M,-C

En el caso de que existieran ademas Lotes anuales, Unicamente habria que incluir en la anualidad el
numero de Lotes a repartir,

a=1,+m,+L, a=N,, C-z+M,-C+L,
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Ejemplo de Empréstito con Cupén Anticipado

Supongamos que una determinada empresa desea emitir un empréstito con las siguientes caracteristicas:
Se emiten 10.000 titulos u obligaciones de 150€ de nominal a una tasa de interés anticipado anual
constante del 5%, que se amortizara en los proximos 5 afios mediante anualidad constante.

Primero debemos realizar la normalizacion,

C'=C-(1-2) C'=150-(1-0,05) =142,5¢€

ciec.r  p=C 2 1000566506315
c 142,50
De tal forma que convertimos la anualidad, del tipo, a=N, - C-z+M,-C
En una anualidad, del tipo, a=N,-C-i'+M,-C'
Em
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Ejemplo de Empréstito con Prima de Amortizacion.

Calculamos la anualidad tedrica

N,-C' 0= 10.000-143

e 1-(1,0526315)"° a=332.700,26€

) 0,0526315
Y calculamos el numero de titulos que se amortizan el primer afio,
N N, 10.000
M = 1 M — RS _ _10.gvo B
B (e T e B A
7 0,0526315
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Ejemplo de Empréstito con Prima de Amortizacion.

Para calcular, a partir de M1, los titulos que se amortizan cada ano,

Mi= 1.800,26 M1= 1.800

M2= 1.895,01 M2= 1.895

M3= 1.994,75 ) s 1.994 1

M4= 2.099,73 M4= 2099 1

M5= 2.210,25 M5= 2.210
TOTAL 9.998

www.clasesuniversitarias.com
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M, =M, -(1+i"

M1= 1.800
M2= 1.895

) vi3- 1.995

M4= 2.100
M5= 2.210
TOTAL 10.000
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Ejemplo de Empréstito con Prima de Amortizacion.

Podemos resolver el empréstito,

Afio ap
0
1 331.500
2 331.538
3 331.575
4 331.575
5 331.500

www.clasesuniversitarias.com

75.000

61.500

47.288

B28325)

16.575

mh

270.000
284.250
299.250
315.000

331.500

M

1.800
1.895
1.995
2.100

2.210

Th

1.800
3.695
5.690
7.790

10.000

EMPRESTITO CON CUPON ANTICIPADO

Nhs1
10.000
8.200
6.305
4.310

2.210
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